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1.5.2 Homojen Diferansiyel Denklemler

y/ = f(x,y)

denkleminde f(x,y) fonksiyonu degiskenlerine gore sifirinci dereceden homojen
bir fonksiyon, yani her reel X\ igin

ise denkleme homojendir denir. Bu bagintida A = 1/z konursa, sifirinci derece-
den homojen bir fonksiyonu asagidaki bicimde yazabiliriz:

flay) =112y =92,

x x

O halde birinci mertebe homojen bir denklem

Y
Y =9(=) (1.10)
xr
bicimindedir. Ornegin,
P(z,y)dx + Q(z,y)dy =0 (1.11)

denkleminde P ve Q fonksiyonlari  ve y nin ayni dereceden (6rnegin m. derece)
homojen fonksiyonlari ise, yani

f()\.T, )‘y) = )‘mf(xay)

bagintisini sagliyorsa bu denklem herzaman (1.10) bigiminde yazilabilir. (1.10)
diferansiyel denklemi y = zu degisken doniisimi ile degiskenleri ayrilabilir
bir diferansiyel denkleme doniistiiriilerek ¢oziilebilir. Gergekten, bu doniisiim
(1.10) denklemine uygulanirsa

axu' +u = g(u)

biciminde degiskenleri ayrilabilir bir denkleme donusiir. Bu denklemi degisken-
lerine ayirir ve integre edersek

du
/u —g(u) o= (142

elde ederiz. Yukaridaki belirsiz integral h(u) ile gosterilirse genel ¢oziim

h(%) tlnz=c (1.13)
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biciminde olur. Yine burada g(u) # u varsayilmistir. Eger g(u) —u = 0 cebirsel
denkleminin reel ¢coziimleri varsa, bunlar diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimlerini
verir. g(u) —u = 0 denkleminin reel kokleri u = \; (¢ = 1,2,...) olsun. O
zaman, orijinden gecen y = \;x dogrular diferansiyel denklemin 6zel ¢oziimleri
olur.

Simdi homojen denklemlere iliskin asagidaki onemli ozeligi verelim.

Benzerlik f)zeligi:

x ve y sifirdan farkli ayni A sabiti ile ¢arpilirsa homojen denklemin her bir
¢ozlimi baska bir ¢oziime doniisiir. Gergekten, & = Az ve § = Ay donisimi
ile y' ve y/x biyiikliikleri degismez kalir, yani (1.10) denklemi (Z, ) koordinat-
larinda ayni yapida olur. Ayrica, (1.13) ¢6ziim ailesi yine ayni doniisiim altinda
degismez kalir, fakat c¢ sabiti farkl bir deger alir. O halde, integral egrileri
orijine gore birbirinin benzeridir. Boyle egrilere homotetik egriler denir.

Ornek 1.7 (y+ /22 +y2)dx — xdy = 0.
Bu denklemde u = y/x i¢in g(u) = u+ /1 + u? yazilabildiginden homojendir.
O halde y = zu doniistimi uygulanir ve x ile boliiniirse

(u+V1+u?)de — (ude+xdu) =0

bulunur. Degiskenlere ayirir ve integre edersek

dx / du
- -4+ ———=0 = —Ihz+hu+vV1+u?) =Inc,
/ x V1+u? ( )
yani
cx =u+V1+u?
bulunur. Bu sonuca u — /1 + u? = —1/cx bagintisini eklersek

1
2u=cr — —
cT

elde ederiz. Sonug olarak, u = y/x yazilir ve terimler diizenlenirse
20y—62x2—|—1:0

genel ¢dziimiine varilir. Donlisim ¢y = g(y/x) denklemine dogrudan uygulanabi-
lirdi.

Ornek 1.8 (22 + y?) — 2zyy’ = 0.
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y = ux donusimi ile bu homojen denklem

14 u? — 2u(zu’ +u) =0

olur. Degiskenleri ayirir ve integre edersek

2u dx
mdu + ? = C,

Inju? — 1|+ In|z| =Inc

cikar. Bu sonu¢ x ve y degiskenleri ile yazilirsa genel ¢oziim
2 —y? =Cz, C==c (1.14)

egri ailesi (hiperboller) olarak elde edilir. u> — 1 = 0 denkleminin reel kokleri
u; = 1 ve ug = —1 oldugundan y = +x dogrulari 6zel ¢oziim olur. Bu
¢oziimlerin (1.14) genel ¢oziimiinden C' = 0 koyarak elde edilebilecegi agiktir.
Parabolik Yansitici Problemi:

Ornek 1.9 Sabit bir kaynaktan cikan ses ya da isin diizlemsel bir egriye carparak
x-eksenine paralel olarak yansimaktadir (odak ozeligi). Béyle bir egrinin bicimini
belirleyiniz?

Kaynagin orijinde oldugunu varsayalim. Egri lizerindeki bir P(z,y) noktasindan

cizilen tegetin z-ekseni ile yaptigl a¢i «v olsun. Kaynagi P noktasina birlestiren

isinin kutup agisi @ ile gosterilsin. Gelen i1sinin bu teget ile yaptigi a¢i 3 ise,

yansima yasasina gore o = 3 dir. Ayrica, 0 = a + 8 = 2« bagintisindan
2tan a Yy 2y

tan 6 = tan(2a) = m = 5 = 1_ y/2

bulunur. Bu bagintidan 1/ coziiliirse yansitici egrinin diferansiyel denklemi

, —x /2 + g2
y:
Yy

olur. Bu homojen bir diferansiyel denklemdir ve y = zu doniisiimii ile

(vu + w)zu = —x £ V1 + u2

ve degiskenleri ayirarak (4 isareti segiliyor)

u du +d_x_0
w+1-—vVurt+1l
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2 = u? + 1 doniisiimii ile

dv dzx
+ R

v—1 x

elde ederiz. v

=0 = J|zv-1)=C

integral egrileri bulunur. Ilk degiskenlere déniiliirse, aranan egri
?? =22+ 1) = (z+0)* = y*=20z+C?

parabol ailesi olur. Odak 6zeligine sahip egriler yalnizca parabollerdir.

Coziilecek Problemler

Asagidaki homojen diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini bulunuz.

1. y’:g+tang
x T

2. vy —y = /22 + 9?2

3. 22cos Ly — (y? —i—xycosf) =0
Yy Yy

4. xy?dy = (23 +y3) do

5 2yzy —y)dx+zdy =0

1y 1 1
6. (= — =¥ dx + (=e¥/* — Z)dy =0
(G = L) dat (e = Dyay
7. xyy’ = y? — x/2? + y?
2
8.y’—y:w—2
T Yy

9. (y+x)de+(y—x)dy=0

2t 4
10 =22
Ty
11. e"/Y(y — x)dy +y(1 + e*/¥) dz =0
12. (/2?2 —y? —y)dx +xdy =0

13. (22 —zy+y?)dz +22dy =0
14. (y+2z)der —ydy =0



