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Kar�ş�k Örnekler 37

ÇÖZÜMLÜ TEST 47

ÇÖZÜMLER 55

TÜB�ITAK SORULARI (Toplamlar ve Çarp�mlar) 68

TÜB�ITAK SORULARININ ÇÖZÜMLER�I (Toplamlar ve Çarp�mlar) 72

ULUSAL ANTALYA MATEMAT�IK OL�IMP�IYATI SORULARI 79

�IK�INC�I BÖLÜM
Kombinatorik

Kümeler 83

Dahiliyet - Hariciyet Prensibi 85

Toplama ve Çarpma �Ilkesi 87

Permütasyon 92

Dairesel Permütasyon 93

Tekrarl� Permütasyon 94

Kombinasyon 98

Da�g�l�m 104

Olas�l�k 111

Ayr�k �Iki Olay�n Herhangi Birinin Olma Olas�l��g� 113



Ayr�k Olmayan �Iki Olaydan Herhangi Birinin Olma Olas�l��g� 113

Ba�g�ms�z Olaylar�n Olas�l��g� 114
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Önsöz

Türkiye'deki Matematik Olimpiyatlar� Konusunda K�sa Bilgi
Türkiye'de olimpiyat etkinlikleri, TÜB�ITAK Bilim �Insan� Destekleme Daire

Başkanl��g� (B�IDEB) taraf�ndan yürütülmektedir. Bu çal�şmalar hem ulusal düzeyde
hem de uluslararas� düzeyde yap�lmaktad�r. Ulusal düzeyde gerçekleştirilen �Ilkö�gre-
tim Matematik Olimpiyat� ile Liseler �Için Matematik Olimpiyatlar� sonuçlar�na göre
ülkemizi Uluslararas� yar�şmalarda temsil edecek tak�mlar belirlenmektedir. Ulus-
lararas� Bilim Olimpiyatlar�nda ülkemizi temsil edecek tak�mlar matematik olimpiyat
kamplar�nda başar�l� olmuş ö�grencilerin, çeşitli s�navlar sonucunda seçilmeleriyle oluş-
maktad�r. Şu ana kadar kat�ld��g�m�z Uluslararas� Matematik Olimpiyatlar�nda,
Umut Varolgüneş, Melih Üçer, Ömer Faruk Tekin, Cafer Tayyar Y�ld�r�m, Selim Ba-
had�r (2 kez), Nizameddin Ordulu, Mehmet Bumin Yenmez ülkemize alt�n madalya
kazand�ran ö�grencilerdir.

Son y�llarda, birçok üniversite lise ö�grencilerine yönelik olarak matematik olim-
piyatlar� düzenlemektedir. Bunlardan en eskisi Akdeniz Üniversitesi taraf�ndan düzen-
lenen Ulusal Antalya Matematik Olimpiyatlar�d�r, bu olimpiyat birincisi test ve ikin-
cisi klasik olarak iki aşamada yap�lmaktad�r. Yine, Fatih, Koç, Do�guş, Mersin, Sa-
banc� üniversiteleri de matematik olimpiyat� düzenleyen üniversitelerden baz�lar�d�r.

Matematik Olimpiyatlar�na Haz�rlanan Bir Ö�grenci Ne Kazan�r?
Matematik olimpiyatlar�na haz�rlanmak hem zor hem de zevklidir. Matematik

olimpiyatlar�na haz�rlanan bir ö�grenci s�nav�n sonucunda hangi dereceyi al�rsa als�n
asla kaybetmez. Ö�grendi�gi konular ve zor sorular�n yan�nda, beynini zorlamas�
ufkuna açmas�na ve ileride zor problemler ile karş�laşt��g�nda daha sa�gl�kl� ve daha
tutarl� yorumlar yapmas�n� sa�glayacakt�r. Sporla u�graşan bir sporcu kat�ld��g� olim-
piyatta başar�l� olamasa bile, haz�rlanma aşamas�nda vücudunun sa�gl�kl� olmas� için
yapt��g� çal�şmalar�n faydas�n� gördü�gü gibi, matematik olimpiyatlar�na haz�rlanan bir
ö�grenci de, zor problemlere kafa yormas�n�n sonucu olarak beynini geliştirir. �Insan-
lar düşündükçe akl�n� kulland�kça , matematik problemi çözdükçe beyin hücrelerinin
yollar� aç�l�r. Bilim adamlar�, normal insanlar�n mevcut beyin kapasitelerinin çok
az bir k�sm�n� kullanabildi�gini söylemektedirler. Bu kapasite elbette s�radan işlerle
u�graşarak, beyni yormayarak, basit ve birbirine benzeyen problemleri çözerek artma-
yacakt�r. Beyni yormak gerekir. Beyni zorlamak, sürekli yeni problemlerle meşgul
etmek gerekir. Beyin hücreleri kullan�lmaz ise kaybedilir. O halde, bir matematik
yar�şmas�na girsek de girmesek de zor sorular ile u�graşmal�y�z.



Matematik Olimpiyatlar�na Nas�l Haz�rlan�lmal�?
Matematik Olimpiyatlar�na haz�rlanmak gerçekten zordur. Zaman ister. T�pk�

olimpiyata haz�rlanan bir haltercinin sürekli kendini geliştirmesi, yavaş yavaş a�g�r-
l�klar� kald�rmas� ve bunu başarabilmek içinde gerekli zaman� harcay�p vücudunu
geliştirmesi gibi, yavaş yavaş ilerlenmesi gereken bir çal�şmad�r. Olimpiyat sorular�n�
çözmeye yeni başlayan birisine, baz� sorular�n oldukça zor gelmesi normaldir. Bu bi-
raz bilgiye, biraz tecrübeye biraz da püf noktal� sorulara haz�rl�kl� olmaya göre de�gişir.
Sorular�n zorluk derecesi, elbetteki, bir halterin a�g�rl��g� gibi net olarak ifade edilmese
de, bildi�giniz bir konuda sorulan bir sorudaki ince bir püf nokta o soruyu çok zor hale
getirebilir. Bir soru ö�grenildikten sonra kolayd�r. Ö�greninceye kadar zor bir sorudur.
Bu kitab�n amaçlar�ndan biri de size göre zor olan sorular�n say�s�n�n azalmas�na
yard�mc� olmakt�r. Olimpiyatlara haz�rlanan bir ö�grenci herşeyden önce, kararl�
olmal�, kendine güvenmeli, fakat ne kadar kendine güvenirse güvensin yapamaya-
ca�g� sorular�n oldu�gunun fark�nda olup, çözemedi�gi sorular karş�s�nda umutsuzlu�ga
düşmek yerine, çözemedi�gi sorular�n çözümlerini ö�grenerek ilerlemesi gerekti�ginin
bilincinde olmal�d�r. K�saca, matematik olimpiyatlar�na haz�rl�k, kararl�l�k, sab�r ve
azim isteyen bir iştir. Acele etmemek gerekir. Hatta baz� sorular�n çözümü de an-
laş�lamayabilir veya bir sorunun çözümü ö�grenildikten sonra tekrar karş�laş�ld��g�nda
o soruyu yapamayabilirsiniz. Ö�grencilerden, bu konu ile ilgili en çok karş�laşt��g�m
soru, "çözümünü gördü�gümüz zaman anl�yoruz ama kendimiz yapam�yoruz, ne yap-
mal�y�z?" sorusudur. Asl�nda bu normaldir. Olimpiyat sorular�n�n kendine has çözme
yöntemleri olabilir. Bu yöntemleri bir anda ö�grenmek elbette kolay de�gildir. Bu
kitapta konular ve konu ile ilgili sorulan sorular mümkün oldu�gu kadar, o konuya
gelinceye dek ö�grenilen bilgileri içerecek şekilde ele al�nm�şt�r. Bir soruyu çözerken,
soruyu önce kendiniz çözmeye çal�ş�n�z. Çözemez iseniz, çözümünü inceleyip
nas�l bir yöntem kullan�ld��g�n� inceleyiniz ve soruda püf nokta var ise, o püf nok-
tay� mutlaka görmeden soruyu geçmeyiniz. Sorunun çözümünü anlamaz iseniz, bu
konu ile ilgili bilgilerinizin eksik olabilece�gini göz önünde bulundurarak umutsuzlu�ga
kap�lmay�n�z. Unutmay�n sizi zorlayan her soru sizin için zor ve güzel bir sorudur.
Baz� sorularda hata da olabilir. Bu tür hatalar� bildirirseniz, kitab�n bundan sonraki
bas�mlar�nda daha hatas�z olarak size ulaşt�rabiliriz.

Hangi Ciltte Hangi Konular Var?
Birinci ve ikinci ciltte, olimpiyatlar için en gerekli temel kavramlar�n ve yön-

temlerin verilmesi amaçland�. Bunun için, temel kavramlar, tan�mlar, gösterimler
verilerek, problem tipleri, çarpanlara ay�rma, çözümleme, toplamlar, kombinatorik,
binom aç�l�m�, ispat yöntemleri konular� ele al�nd�.

Üçüncü ciltte ise, say�lar teorisi konusu ele al�narak, bölünebilme, asal say�lar,
obeb-okek, modüler aritmetik, Fermat, Euler, Wilson teoremleri, Çin kalan teoremi,
denklikler, tamde�ger, konular� verildi.

Dördüncü ciltte ise, fonksiyonlar, polinomlar, polinom denklemler ve eşitsizlik-
ler, diziler, denklemler ve denklem sistemleri konular�na yer verildi.



Son cillte ise, logaritma ve trigonometri bilgisi, limit, süreklilik, türev, fonksiyo-
nel denklemler ve eşitsizlikler konular� verildi.

Her bir kitapta öncelikle, konuya ve o konu ile ilgili örnek ö�gretici olabilecek
sorulara yer verdim. Daha sonra, her bir konu ile ilgili dünyada de�gişik olimpi-
yatlarda sorulmuş sorular� da içeren bir tane çözümlü test koydum. Son olarak
da o konu ile ilgili TÜB�ITAK Matematik Olimpiyatlar�nda ç�km�ş sorular ve
çözümlerini verdim. Test sorular�n�n bir ço�gu asl�nda, klasik olimpiyat sorular�d�r.
Bunun yan�nda, klasik sorular vererek olimpiyatlar�n soru şeklinden uzaklaşmamaya
çal�şt�m. Umar�m, faydal� olur.
Başka Haz�rlanabilece�gimiz Olimpiyat Kitab� Var m�?

Türkiye'de matematik alan�nda olimpiyatlara haz�rlananlar için, Türkçe kaynak
oldukça azd�r. Aşa�g�da, matematik olimpiyatlar�na haz�rlanan ö�grenciler için faydal�
olaca�g�na inand��g�m baz� kitaplar� yazd�m.

1. Say�lar Teorisinde �Ilginç Olimpiyat Problemleri ve Çözümleri, H. �Ibrahim
Karakaş, �Ilham Aliyev (TÜB�ITAK Yay�nlar�).

2. Analiz ve Cebirde �Ilginç Olimpiyat Problemleri ve Çözümleri, H. �Ibrahim
Karakaş, �Ilham Aliyev (TÜB�ITAK Yay�nlar�).

3. Ulusal Antalya Matematik Oimpiyatlar� Sorular ve Çözümler, �Ilham Aliyev,
Mustafa Özdemir, Dilber Ş�haliyeva (TÜB�ITAK Yay�nlar�).

4. Sonlu Matematik, Refail Alizade, Ünal Ufuktepe (TÜB�ITAK Yay�nlar�).
5. Merakl�s�na Matematik, Recep Yücesan (Zambak Yay�nlar�).
6. Merakl�s�na Geometri, Ömer Gürlü (Zambak Yay�nlar�).
7. Tübitak Ulusal Matematik Olimpiyat Soru ve Çözümleri, Mustafa Töngemen,

(Alt�n Nokta Yay�nlar�) (Bu Kitapta Tübitak olimpiyatlar�nda ç�km�ş tüm sorular�n
çözümlerini bulabilirsiniz.)
Teşekkür

Öncelikle, Akdeniz Üniversitesi Matematik Bölümünde bana çal�şma f�rsat�n�n
yolunu açan, bana her konuda örnek olan, kendisine her zaman müteşekkir oldu�gum
Prof. Dr. Halil �Ibrahim Karakaş hocama, 1996 y�l�nda başlayan matematik olim-
piyat sorular�na olan ilgimin artarak devam etmesini sa�glayan, bu konuda beni teşvik
eden, Prof. Dr. �Ilham Aliyev hocama, her konuda beni destekleyen ve yard�mc� olan,
örnek almaya çal�şt��g�m yüksek lisans ve doktora dan�şman hocam, Prof. Dr. Abdul-
lah Aziz Ergin'e teşekkür ederim. Ayr�ca, kitab�n haz�rlanmas� s�ras�nda, kitab�n hem
içeri�gi hem de düzeni konusunda zaman harcay�p, tavsiye ve düzeltmelerde bulunan
Prof. Dr. Ali Nesin hocama teşekkür ederim. Sorular�n ve çözümlerin tashihinde
bana yard�mc� olan, Yüksek Lisans Ö�grencisi Osman Palanc�'ya, Yard. Doç. Dr.
Gültekin T�naztepe'ye ve O�guz Ye�gin'e ve kitab�n haz�rlanma aşamas�nda bana
destek olan eşim Burcu Özdemir'e teşekkür ederim. Ayr�ca, kendilerinden gerekti�gi
kadar yararlanamadan aram�zdan ayr�lan de�gerli hocalar�m Fikri Gökdal ve Prof.
Dr. Do�gan Çoker hocalar�m� da sayg�yla an�yorum.



K�sa Özgeçmiş
Mustafa Özdemir, 1975 y�l�nda Konya'n�n Bozk�r ilçesinde
do�gdu. �Ilk, orta ve lise ö�grenimini Antalya'da tamamlad�. 1992
y�l�nda girdi�gi Dokuz Eylül Üniversitesi Buca E�gitim Fakül-
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NOT : Hatal� soru çözümleri, bask� hatalar�, eksik çözümler, yanl�ş ifade ediliş-
ler ile ilgili her türlü hatalar�m� mozdemir@akdeniz.edu.tr mail adresine gönderir-
seniz sevinirim.



Toplamlar ve Çarp�mlar
Belirli bir kurala uygun şekilde devam eden say�lar� toplarken, de�gişik yöntemler

kullan�r�z. Bu bölümde, bu toplamlar�n sonucunun nas�l bulunaca�g�n�, soru tiplerine
göre inceleyece�giz.

1.1 Kesirlere Ay�rarak ya da Parçalayarak Toplamlar�n
Hesaplanmas�

Bu tür sorularda toplamdaki her bir terim kesirlere ay�r�l�r ve gerekli sadeleştir-
meler yap�larak toplama işlemi yap�l�r.

Örnek 1 S =
1

1 � 2 +
1

2 � 3 +
1

3 � 4 + � � �+
1

100 � 101 =?

Çözüm : Toplamdaki her bir kesiri,
1

1 � 2 =
1

1
� 1
2
;

1

2 � 3 =
1

2
� 1
3
; :::;

1

100 � 101 =
1

100
� 1

101
biçiminde yazabiliriz. Yani; her bir terimi

1

k � (k + 1) =
1

k
� 1

k + 1

şeklinde basit kesirlere ay�rabiliriz. Bu ba�g�nt�y� S toplam�ndaki her bir terime uygu-
larsak;

S = 1� 1
2
+
1

2
� 1
3
+
1

3
� 1
4
+ � � �+ 1

100
� 1

101
= 1� 1

101
=
100

101
elde edilir.

Örnek 2 S =
1

1 � 5 +
1

5 � 9 +
1

9 � 13 + � � �+
1

101 � 105 =?

Çözüm : Her bir kesiri yine iki k�s�ma ay�rarak çözebiliriz. Kesirin paydas�ndaki
say�lar aras�ndaki art�ş miktar�n�n 4 oldu�gu göz önüne al�narak; verilen toplamdaki
her bir terim
1

1 � 5 =
1

4

�
1

1
� 1
5

�
;

1

5 � 9 =
1

4

�
1

5
� 1
9

�
; :::;

1

101 � 105 =
1

4

�
1

101
� 1

105

�
olarak yaz�labilir. Yani; her bir terim

1

(4n+ 1) (4n+ 5)
=
1

4

�
1

(4n+ 1)
� 1

(4n+ 5)

�
şeklinde yaz�labilir. Buna göre;

1

4
parantezine alarak;

S =
1

4

�
1

1
� 1
5
+
1

5
� 1
9
+
1

9
� 1

13
+ � � �+ 1

101
� 1

105

�
=
1

4

�
1� 1

105

�
=
26

105

bulunur.

Problem :
1

11 � 4 +
1

18 � 11 +
1

25 � 18 + � � �+
1

102 � 95 =? Yan�t:
7

204
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Örnek 3
1

1 � 4 � 7+
1

4 � 7 � 10+
1

7 � 10 � 13+� � �+
1

25 � 28 � 31 toplam�n� hesaplay�n�z.

Çözüm : Paydada 3 say�n�n çarp�m� oldu�gundan; iki kesire ay�r�rken paydadaki or-
tanca çarpan� iki kesirde de kullanarak parçalayabiliriz. Paydadaki say�lar aras�nda
aritmetik bir art�ş oldu�gunu ve en küçük say� ile en büyük say� aras�ndaki fark�n 6
oldu�guna dikkat ediniz. Buna göre;

1

1 � 4 � 7 =
1

6

�
1

1 � 4 �
1

4 � 7

�
1

4 � 7 � 10 =
1

6

�
1

4 � 7 �
1

7 � 10

�
1

7 � 10 � 13 =
1

6

�
1

7 � 10 �
1

10 � 13

�
...

1

25 � 28 � 31 =
1

6

�
1

25 � 28 �
1

28 � 31

�
eşitliklerinin taraf tarafa toplanmas�yla;

S =
1

6

�
1

1 � 4 �
1

28 � 31

�
=

9

217

elde edilir.

Not : Her bir kesiri nas�l ay�rabilece�gimizi matematiksel olarak;

1

(3n+ 1) (3n+ 4) (3n+ 7)
=

A

(3n+ 1) (3n+ 4)
+

B

(3n+ 4) (3n+ 7)

eşitli�ginden A ve B say�lar� bulunarak görülebilir. Gerçekten;

A+B = 0 ve 7A+B = 1

denklemlerindenA = 1=6 veB = �1=6 bulunur. Böylece; toplamdaki her bir terimi;

1

(3n+ 1) (3n+ 4) (3n+ 7)
=
1

6

�
1

(3n+ 1) (3n+ 4)
� 1

(3n+ 4) (3n+ 7)

�
şeklinde ay�rabiliriz.

Problem :
8

41 � 49 � 45 +
8

37 � 45 � 41 +
8

33 � 41 � 37 + � � �+
8

1 � 9 � 5 =?

Yan�t :
1

1 � 5 �
1

45 � 49 =
88

441
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1.2 Faktöriyel �Içeren Toplamlar�n Hesaplanmas�

Her bir terim; faktöriyelin tan�m� kullan�larak; topland��g�nda birbiri ile sadeleşe-
cek şekilde k�s�mlara ayr�lmaya çal�ş�l�r.

Örnek 4 1 � 1! + 2 � 2! + 3 � 3! + � � �+ 100 � 100! toplam�n� hesaplay�n�z.

Çözüm : k � k! = ((k + 1)� 1) k! = (k + 1)!� k! oldu�gundan, her bir terimi
S = (2!� 1!) + (3!� 2!) + (4!� 3!) + � � �+ (101!� 100!)

şeklinde yaz�p sadeleştirirsek; S = 101!� 1 bulunur.

Örnek 5
1

2!
+
2

3!
+
3

4!
+ � � �+ n

(n+ 1)!
=?

Çözüm :
n

(n+ 1)!
=
(n+ 1)� 1
(n+ 1)!

=
1

n!
� 1

(n+ 1)!
eşitli�gi kullan�l�rsa;

S =
1

2!
+
2

3!
+
3

4!
+ � � �+ n

(n+ 1)!

=

�
1

1!
� 1

2!

�
+

�
1

2!
� 1

3!

�
+

�
1

3!
� 1

4!

�
+ � � �+

�
1

n!
� 1

(n+ 1)!

�
= 1� 1

(n+ 1)!

elde edilir.

Örnek 6 S =
3

1! + 2! + 3!
+

4

2! + 3! + 4!
+

5

3! + 4! + 5!
+ � � �+ 100

98! + 99! + 100!
toplam�n� hesaplay�n�z.

Çözüm : Her bir terim;
(k + 2)

k! + (k + 1)! + (k + 2)!
formundad�r. Düzenlersek;

(k + 2)

k! + (k + 1)! + (k + 2)!
=

k + 2

k! (1 + (k + 1) + (k + 1) (k + 2))
=

1

k! (k + 2)

Bu ifadenin pay ve paydas�n� (k + 1) ile çarpal�m ve k + 1 ifadesi yerine k + 2 � 1
yazal�m. Bu durumda;

(k + 2)

k! + (k + 1)! + (k + 2)!
=
k + 2� 1
(k + 2)!

=
1

(k + 1)!
� 1

(k + 2)!

elde edilir. Buradan; k yerine 1'den 98'e kadar de�gerler verilerek;

S =
1

2!
� 1

3!
+
1

3!
� 1

4!
+
1

4!
� 1

5!
+ � � �+ 1

99!
� 1

100!
=
1

2!
� 1

100!

bulunur.
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1.3 Toplanan Terimleri Gruplayarak Toplam�n Hesaplanmas�

Toplamdaki say�lar grupland��g�nda; her bir grupdaki say�lar�n toplam� sabit ayn�
say�y� veriyorsa toplam� hesaplamak kolaylaş�r.

Örnek 7
1

3�100 + 1
+

1

3�99 + 1
+ � � �+ 1

399 + 1
+

1

3100 + 1

toplam�n� hesaplay�n�z.

Çözüm :
1

3�100 + 1
+

1

3100 + 1
= 1;

1

3�99 + 1
+

1

399 + 1
= 1; ::: oldu�gu kolayca

görülebilir. Yani; n 2 Z için;
1

3�n + 1
+

1

3n + 1
= 1

oldu�gundan; n = 1; 2; :::; 100 için, 100 tane 1 vard�r. n = 0 için de,
1

30 + 1
=
1

2

oldu�gundan, S = 100 + 1=2 = 100; 5 bulunur.

Örnek 8 f (x) =
9x

9x + 3
oldu�guna göre;

f
�

1
2007

�
+ f

�
2

2007

�
+ f

�
3

2007

�
+ � � �+ f

�
2006
2007

�
toplam�n� hesaplay�n�z.

Çözüm : Verilen fonksiyon için; f (x) + f (1� x) = 1 oldu�gunu kullanaca�g�z.
Gerçekten;

9x

9x + 3
+

91�x

91�x + 3
=

9x

9x + 3
+

91

9x

91

9x
+ 3

=
9x

9x + 3
+

3

3 + 9x
= 1

bulunur. Buna göre;

f
�

1
2007

�
+ f

�
2006
2007

�
= 1;

f
�

2
2007

�
+ f

�
2005
2007

�
= 1;

...
f
�
1003
2007

�
+ f

�
1004
2007

�
= 1

olaca�g�ndan f
�

1
2007

�
+ f

�
2

2007

�
+ f

�
3

2007

�
+ � � �+ f

�
2006
2007

�
= 1003 elde edilir.
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1.4 Terimlerin Eşlenikleri ile Çarp�larak Toplam�n
Hesaplanmas�

Paydas�nda köklü ifade içeren toplam sorular�nda; her bir kesir, paydas� rasyonel
olacak şekilde uygun say� ile çarp�l�r.

Örnek 9
1p

3 +
p
1
+

1p
5 +

p
3
+ � � �+ 1p

121 +
p
119

=?

Çözüm : Her bir terimin paydas�ndaki ifadeyi, eşleni�giyle çarparak;
1

2

�p
3�

p
1 +

p
5�

p
3 + � � �+

p
121�

p
119
�
=
1

2

�p
121�

p
1
�
= 5

elde edilir.

Örnek 10
1

3
p
22+ 3

p
6+ 3
p
32
+

1
3
p
32+ 3

p
12+ 3

p
42
+ � � �+ 1

3
p
262+ 3

p
26 � 27+ 3

p
272

toplam�n� hesaplay�n�z.

Çözüm : Paydadaki ifadeler; 3
p
a2 + 3

p
ab +

3
p
b2 formundad�r. Buna göre, her bir

kesiri, 3
p
a� 3

p
b ile çarp�p,�

3
p
a2 + 3

p
ab+

3
p
b2
��

3
p
a� 3

p
b
�
= a� b

oldu�gu kullan�l�rsa;

A =
3
p
2� 3

p
3

2� 3 +
3
p
3� 3

p
4

3� 4 + � � �+
3
p
26� 3

p
27

26� 27 =
3
p
2� 3

p
27

�1 = 3� 3
p
2

elde edilir.

Örnek 11 f (k) =
k + 3p

k2+3k+
p
k2+9k + 18

oldu�guna göre;

S = f (1) + f (4) + f (7) + � � �+ f (43) toplam�n� hesaplay�n�z.
Çözüm : f (k) ifadesini; paydan�n eşleni�gi ile çarparsak;

f (k) =

�p
k2+3k�

p
k2+9k + 18

�
(k + 3)

(k2+3k)� (k2+9k + 18) =
�1
6

�p
k2+3k�

p
k2+9k + 18

�
elde edilir. Yani; f (k) = �(

p
k
p
k + 3 �

p
k + 3

p
k + 6)=6 olur. Buna göre; k'ya

s�ras�yla 1; 4; 7;...; 43 de�gerleri verilirse;

S =
�1
6

�p
1
p
4�

p
4
p
7 +

p
4
p
7�

p
7
p
10 + � � �+

p
43
p
46�

p
46
p
49
�

olur. Hesaplan�rsa;

f (1) + f (2) + � � �+ f (43) = �1
6

�p
1
p
4�

p
46
p
49
�
=
7
p
46� 2
6

bulunur.
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1.5 Ard�ş�k Say�lar�n Toplam� (Gauss toplam�)
Belirli bir kurala göre art arda gelen say� dizilerine ard�ş�k say�lar denir. Art�ş

miktar� k olan n tane say�n�n toplam�n� hesaplamak için, bu say�lar� artan s�rada ve
azalan s�rada alt alta yaz�p toplarsak,

S = Ým + kÞ + Ým + 2kÞ + ` +Ým + nkÞ
+S = Ým + nkÞ + Ým+Ýn ? 1ÞkÞ+ ` +Ým + kÞ
2S = Ý2m+Ýn+1ÞkÞ + Ý2m+Ýn+1ÞkÞ+ ` +Ý2m + Ýn + 1ÞkÞ

olur. Buradan;

S = n � (2m+ (n+ 1) k)
2

elde edilir. Yani; ard�ş�k say�lar�n toplam�; ilk terimle son terimin toplam�n�n yar�s�n�n;
terim say�s� ile çarp�lmas�yla bulunur. K�saca;

T =
�
�Ilk terim + Son terim

2

��
Son terim - �Ilk terim
Art�ş Miktar� +1

�
| {z }

Terim say�s�

formülü kullan�l�r. Örne�gin;

1 + 2 + 3 + � � �+ n = n (n+ 1)

2
2 + 4 + 6 + � � �+ 2n = n (n+ 1)
1 + 3 + 5 + � � �+ (2n� 1) = n2

oldu�gu kolayca görülebilir.

Örnek 12 f10; 11; 12; 13; :::; 19g kümesinin her bir eleman� ile f20; 21; 22; 23; :::; 29g
kümesinin elemanlar� çarp�larak toplan�rsa toplam kaç olur?
Çözüm : Soruda istenen (10 + 11 + � � �+ 19)�(20 + 21 + � � �+ 29) çarp�m�n�n sonu-
cudur. Buna göre;

10 + 11 + � � �+ 19 = (19 + 10) � 10
2

= 145

20 + 21 + � � �+ 29 = (29 + 20) � 10
2

= 245

oldu�gundan 145 � 245 = 35 525 elde edilir.

Örnek 13 n tane ard�ş�k say�n�n toplam� 1000 oldu�guna göre; n'nin alabilece�gi
de�gerleri bulunuz.
Çözüm : S = (m+ 1) + (m+ 2) + � � �+ (m+ n) = 1000 olarak yazabiliriz.

S =
n � (2m+ n+ 1)

2
= 1000

eşitli�ginden n � (2m+ n+ 1) = 2000 = 24 � 53 olur.
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Buna göre,
2000 = n � (2m+ n+ 1) = n+ 2mn+ n2 > n2

oldu�gundan n �
����p2000���� = 44 olur. Di�ger taraftan;

24 � 53 = n � (2m+ n+ 1)

eşitli�gine göre;
i) n tek say� ise; (2m+ n+ 1) çifttir ve bu durum için n = 1; 5 ve 25 seçilebilir;
ii) n çift say� ise; (2m+ n+ 1) ifadesi tektir ve bu ancak n = 24 = 16 olmas�yla

mümkündür.

Örnek 14 100 say�s� ard�ş�k say�lar�n toplam� şeklinde kaç farkl� şekilde yaz�la-
bilir?
Çözüm : n � (2m+ n+ 1) = 200 = 23 � 52 ve n �

����p200���� = 14 olmal�d�r.
Di�ger taraftan; önceki sorudaki gibi; n � (2m+ n+ 1) çarpanlar�n�n biri tek biri
çift olmal�d�r. n çift iken çözümün olmas�; 2'nin en büyük kuvveti durumunda iken
mümkündür. Buna göre; n = 1; 5 ya da n = 8 al�nabilir.

NOT : Bir say� en az iki ard�ş�k say�n�n toplam� şeklinde ise 2n biçiminde yaz�lamaz.
2n biçiminde yaz�lamayan her say� en az iki ard�ş�k say�n�n toplam�d�r. Gerçekten;

S = (m+ 1) + (m+ 2) + � � �+ (m+ n)

ise 2S = n � (2m+ n+ 1) olur. Bu ifadede; n ve (2m+ n+ 1) ifadelerinin biri tek
di�geri çifttir. O halde; sol tarafdaki 2S say�s�n�n da bir tek ve bir çift say�n�n çarp�m�
olabilmesi için; S'nin mutlaka bir tek çarpana sahip olmas� gerekir. S tek çarpana
sahip ise; 2S = n � (2m+ n+ 1) denklemini sa�glayan m ve n say�lar� bulunabilir.
Aksi halde; m ve n say�lar� bulunmaz. O halde; S say�s� 2n biçiminde ise; en az
ard�ş�k iki say�n�n toplam� şeklinde yaz�labilmesi mümkün de�gildir.

Örnek 15 1000'den küçük olan ve 2 veya daha fazla ard�ş�k pozitif tamsay�n�n topla-
m� olarak yaz�lamayan kaç pozitif tamsay� vard�r? (UMO 2006)

A) 6 B) 10 C) 26 D) 68 E) 72

Çözüm : S = (m+ 1) + (m+ 2) + � � � + (m+ n) = (2m+ n+ 1) � n
2

olarak
yazabiliriz. 2S = (2m+ n+ 1) � n ifadesinde; n tek ise (2m+ n+ 1) çift ve n çift
ise; (2m+ n+ 1) tektir. Dolay�s�yla; sorunun çözümü için; 1'den 1000'e kadar olan
say�lar�n 2 kat�n�n; bir tek ve bir çift çarpana sahip olmayanlar�n� bulmam�z gerekir.
Bu durum; sadece 1; 2 ve 2'nin kuvvetlerinde mümkündür. Böylece istenen say�lar 1;
2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256 ve 512 olur ve 10 tanedir.
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Örnek 16 A kümesi toplam� 2m olanm tane ard�ş�k say�dan veB kümesi de toplam�
m olan 2m tane ard�ş�k say�dan oluşmaktad�r. A ve B kümelerinin en büyük ele-
manlar�n�n aras�ndaki fark�n mutlak de�geri 11 isem kaçt�r?

Çözüm : (a+1)+ � � �+(a+m) = m(2a+m+ 1)

2
= 2m eşitli�ginden; m = 3�2a

ve (b + 1) + � � � + (b + 2m) = m(2b + 2m + 1) = m eşitli�ginden de m = �b elde
edilir. Bu iki denkleme göre a ve b'nin negatif olmas� gerekti�gi görülür. O halde;

j(a+m)� (b+ 2m)j = ja� b�mj = 11

eşitli�gindem = �b yaz�l�rsa; jaj = 11 eşitli�ginden
a = �11 ve m = 3� 2 (�11) = 25

olur.

Örnek 17 311 say�s� en çok say�da ard�ş�k pozitif tamsay�n�n toplam� olarak yaz�l-
d��g�nda ilk say� kaç olur?
Çözüm : (k + 1) + (k + 2) + � � � + (k +m) = 311 olacak şekildeki en büyük m
say�s�n� ar�yoruz.

m (2k +m+ 1) = 2 � 311

eşitli�gine göre; m < 2k + m + 1 olacak şekilde; m en büyük 2 � 35 seçilebilir. Bu
durumda;

2k + 2 � 35 + 1 = 36

eşitli�ginden k =
35 � 1
2

= 121 elde edilir. O halde; ilk say� 122 olur.

Örnek 18 1; 2; 3; :::; 2007 say� dizisindeki tüm say�lar�n rakamlar�n�n toplam� kaçt�r?
Çözüm : 1; 2; 3; :::; 999 say�lar�n�n rakamlar�n�n toplam�n� bulal�m. 0; 1; 2; :::; 9 rakam-
lar� ile oluşturulacak üç basamakl� bir say�da her bir basamakta 0; 1; 2; :::; 9 rakamlar�
1000=10 kez bulunur. O halde; 1; 2; 3; :::; 999 say�lar�n�n rakamlar�n�n toplam�

(0 + 1 + � � �+ 9) �
�
1000

10

�
� 3 = 13500

olur. Bu durumda; 1; 2; 3; :::; 1999 say�lar�n�n rakamlar�n�n toplam� ise
2 � 13500 + 1000 = 28000

elde edilir. Geriye 2000; 2001; :::; 2007 say�lar�n�n rakamlar� toplam�n� bulmak kal�r.
Bu da 2 � 8 + (7 � 8) =2 = 44 olur ki; istenen yan�t 28044 olur.
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Örnek 36 dbjxjce ; x say�s�n�n x'den büyük olmayan en büyük tamde�gerini göster-
di�gine göre;

����p1����+ ����p2����+ ����p3����+ � � �+ ����p99���� toplam�n� hesaplay�n�z.
Çözüm : dbj

p
x jce = m eşitli�gini sa�glayan x de�gerleri m2 � x < (m+ 1)2 aral��g�n-

dad�r. Buna göre;����p1����= ����p2���� = ����p3���� = 1; (22�12 = 3 tane 1)����p4����= ����p5���� = � � � = ����p8���� = 2; (32�22 = 5 tane 2)����p9���� = ����p10���� = � � � = ����p15���� = 3; (42�32 = 7 tane 3)
şeklinde devam edersek;����p81���� = ����p82���� = � � � = ����p99���� = 9; (102�92 = 19 tane 9)
olaca�g�ndan;����p1����+ ����p2����+ ����p3����+� � �+ ����p99���� = 3 � 1 + 5 � 2 + � � �+ 19 � 9
olacakt�r. Bu toplam�; toplam formülüyle

9X
k=1

(2k + 1) k

şeklinde yazabiliriz. Böylece,
9X

k=1

(2k + 1) k =
9X

k=1

�
2k2 + k

�
= 2 � 9 � 10 � 19

6
+
9 � 10
2

= 615

bulunur.
Not : En genel halde;����p1����+ ����p2����+ ����p3����+� � �+ ����pn2�2����+ ����pn2�1���� = 2

3
n3 � 1

2
n2 � 1

6
n

oldu�gunu gösteriniz.

Örnek 37 dbjxjce ; x say�s�n�n x'den büyük olmayan en büyük tamde�gerini gösterdi�gine
göre; ���� 3p1����+ ���� 3p2����+ ���� 3p3����+ � � �+ ���� 3pn3�2����+ ���� 3pn3�1����
toplam�n� hesaplay�n�z.
Çözüm : dbj 3

p
xjce = m eşitli�gine göre m3 � x < (m+ 1)

3 oldu�gundan; önceki
sorudakine benzer şekilde;

23 � 13 = 7 tane 1;
33 � 23 = 19 tane 2;

...
n3 � (n� 1)3 tane n� 1;

vard�r.
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Di�ger taraftan,
1

n2 + n+ 1
=

1

(n+ 1)
2 � (n+ 1) + 1

oldu�gundan,

n

n4 + n2 + 1
=
1

2

 
1

n2 � n+ 1 �
1

(n+ 1)
2 � (n+ 1) + 1

!
elde edilir. Buna göre, tüm terimleri bu şekilde kesirlere parçalarsak,

S =
1

2

��
1

12 � 1 + 1 �
1

22 � 2 + 1

�
+

�
1

22 � 2 + 1 +
1

32 � 3 + 1

�
+ � � �

�
=

1

2

�
1

12 � 1 + 1

�
eşitli�ginden, S = 1=2 bulunur.

Örnek 47
1P
n=1

n

n4 + 4
serisinin de�gerini bulunuz. (Harvard MIT Math. Tournament

2008)

Çözüm : n4 + 4 =
�
n2 + 2n+ 2

� �
n2 � 2n+ 2

�
biçiminde çarpanlara ayr�labile-

ce�ginden,
1P
n=1

n

n4 + 4
=

1P
n=1

n

(n2 + 2n+ 2) (n2 � 2n+ 2)

=
1

4

1P
n=1

1

(n2 � 2n+ 2) �
1

(n2 + 2n+ 2)

=
1

4

1P
n=1

1�
(n� 1)2 + 1

� � 1�
(n+ 1)

2
+ 1
�

elde edilir. Buna göre,
1P
n=1

n

n4 + 4
=
1

4

�
1

02 + 1
+

1

12 + 1

�
=
3

8

bulunur.
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Örnek 50
�
23 � 1

� �
33 � 1

� �
43 � 1

�
� � �
�
1003 � 1

�
(23 + 1) (33 + 1) (43 + 1) � � � (1003 + 1) =?

Çözüm :
(2� 1)

�
22 + 2 + 1

� �
33 � 1

� �
32 + 3 + 1

�
� � �

(2 + 1) (22 � 2 + 1) (33 + 1) (32 � 3 + 1) � � �
şeklinde çarpanlara ay�ral�m.

((n+ 2)� 1) = n+ 1 ve (n+ 1)2 � (n+ 1) + 1 = n+ n+ 1
oldu�gundan; sadeleştirmeler yap�larak;

(2� 1) (3� 1)
�
1002 + 100 + 1

�
(22 � 2 + 1) (99 + 1) (100 + 1) =

10101

15150
=
3367

5050

elde edilir.

Örnek 51 Tn = 1+ 2+ 3+ � � �+ n ve Pn =
T2

T2 � 1
� T3
T3 � 1

� T4
T4 � 1

� � � Tn
Tn � 1

olmak üzere; P100 =?

Çözüm : Tn =
n � (n+ 1)

2
eşitli�ginden;

Tn
Tn � 1

=

n � (n+ 1)
2

n � (n+ 1)
2

� 1
=

n � (n+ 1)
n � (n+ 1)� 2 =

n � (n+ 1)
(n� 1) (n+ 2)

elde edilir. Buna göre;

Pn=
2 � 3
1 � 4 �

3 � 4
2 � 5 �

4 � 5
3 � 6 �

5 � 6
4 � 7 � � � �

(n� 1) � n
(n� 2) (n+ 1) �

n � (n+ 1)
(n� 1) (n+ 2) =

3n

(n+ 2)

olur. Böylece; P100 =
300

102
=
50

17
bulunur.

Örnek 52 Tn = 1
3 + 23 + 33 + � � �+ n3 ve

Pn =
4T2

2 (T2 � T1)
� 4T3
3 (T3 � T2)

� � � 4Tn
n (Tn � Tn�1)

olmak üzere; P25 =?

Çözüm : Tn =
�
n � (n+ 1)

2

�2
ve Tn � Tn�1 = n3 oldu�gu göz önüne al�n�rsa;

4Tn
n (Tn � Tn�1)

=

4

�
n � (n+ 1)

2

�2
n � n3 =

�
n+ 1

n

�2
olur. Buna göre; P25 =

�
3

2
� 4
3
� 5
4
� � � 26
25

�2
= 169 bulunur.
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1.12 Kar�ş�k Örnekler

Örnek 56 S =

�
1 � 2 � 4 + 2 � 4 � 8 + 3 � 6 � 12 + � � �+ n � 2n � 4n
1 � 3 � 9 + 2 � 6 � 18 + 3 � 9 � 27 + � � �+ n � 3n � 9n

�1=3
ifadesinin

sonucunu bulunuz. (KANADA M.O. 1975)

Çözüm : S =

 
8
�
1 + 23+33+ � � �+ n3

�
27
�
1 + 23+33+ � � �+ n3

�!1=3 = � 8
27

�1=3
=
2

3
bulunur.

Örnek 57 A = 1+10+102+� � �+1097 toplam�n�n karekökünün; virgülden sonraki
50'nci rakam� kaçt�r?
Çözüm : Yani; 1050

p
A say�s�n�n birler basama�g�n� ar�yoruz.

1050
p
A = 1050

r
1098 � 1

9
=

p
10198 � 10100

3

dür.
�
1099 � 7

�2
< 10198 � 10100 <

�
1099 � 4

�2 oldu�gundan;
1099 � 7

3
< 1050

p
A <

1099 � 4
3

98 tanez }| {
99:::9 3

3
< 1050

p
A <

98 tanez }| {
99:::9 6

3

olur. Yani; 1050
p
A say�s�; 333:::31'den büyük ve 333:::32'den küçüktür. O halde;

birler basama�g� 1'dir. Dolay�s�yla; A say�s�n�n 50'nci basama�g� 1 olur.

Örnek 58 Birbirinden farkl� pozitif reel say�lardan oluşan fa1; a2; :::; a100g küme-
sinin boş olmayan her bir alt kümesinin elemanlar� toplanarak 2100 � 1 tane toplam
elde ediliyor. Buna göre; en az kaç farkl� toplam elde edilebilir. (SSCB M.O. 1963)
Çözüm : a1 < a2 < � � � < a100 kabul edebiliriz. Bu durumda; toplamlar� eleman
say�s�na göre; artan s�rada yazal�m.

1 elemanl�lar için; a1 < a2 < � � � < a100 ise 100 farkl� toplam vard�r.
2 elemanl�lar için; a1 + a100 < a2 + a100 < � � � < a99 + a100 ise 99 farkl�

toplam vard�r.
3 elemanl�lar için; a1+a99+a100 < a2+a99+a100 < � � � < a98+a99+a100

ise 98 farkl� toplam vard�r. Bu şekilde devam edersek;
100 elemanl� a1 + a2 + � � �+ a100; yani; 1 farkl� toplam elde edilir.

Böylece; farkl� toplamlar�n say�s� en az : 1+2+3+� � �+100 = (100 � 101) =2 = 5050
elde edilir.
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Örnek 63 a1 = 2; a2 = 3; :::; an+1 = 1+ a1a2:::an (n � 1) olarak tan�mlan�yor.

Sn =
1

a1
+
1

a2
+ � � �+ 1

an
ve Pn =

1

a1a2 � � � an
oldu�guna göre; S101 + P101 toplam�n� hesaplay�n�z.

Çözüm : S1+P1 = 1; S2+P2 =
�
1

2
+
1

3

�
+
1

6
= 1; ::: oldu�gundan; Sn+Pn = 1

oldu�gunu iddia ediyoruz. Sn+1 = Sn +
1

an+1
ve Pn+1 =

Pn
an+1

oldu�gundan;

Pn � Pn+1 = Pn

�
1� 1

an+1

�
=

Pn
an+1

(an+1 � 1)

=
Pn
an+1

(a1a2 � � � an)

=
1

an+1
= Sn+1 � Sn

elde edilir. Böylece, Sn+1 + Pn+1 = Sn + Pn = 1 bulunur.

Örnek 64 n say�s� 1'den büyük bir tamsay�y� gösterdi�gine göre;�
1 +

1

3
+
1

5
+ � � �+ 1

2n� 1

�
n+ 1

>

�
1

2
+
1

4
+ � � �+ 1

2n

�
n

oldu�gunu kan�tlay�n�z. (KANADA M.O. 1998)

Çözüm :
1

2
+
1

3
+
1

5
+ � � � + 1

2n� 1 >
1

2
+
1

4
+
1

6
+ � � � + 1

2n
(�) eşitsizli�ginin

sa�gland��g� aşikard�r. Eşit say�da terim var ve sa�g taraftaki ifadelerin paydalar� daha
büyük oldu�gundan; sa�g taraftaki ifade daha küçüktür. Di�ger taraftan;

1

2
+
1

2
+
1

2
+ � � �+ 1

2
� 1

2
+
1

4
+
1

6
+ � � �+ 1

2n
oldu�gundan;

n � 1
2
� 1

2
+
1

4
+
1

6
+ � � �+ 1

2n
veya

1

2
�
1

2
+
1

4
+
1

6
+ � � �+ 1

2n
n

olur. Bu eşitsizlikle (�) eşitsizli�gini taraf tarafa toplarsak;

1 +
1

3
+
1

5
+ � � �+ 1

2n� 1 >
�
1 +

1

n

��
1

2
+
1

4
+
1

6
+ � � �+ 1

2n

�
veya �

1 +
1

3
+
1

5
+ � � �+ 1

2n� 1

�
n+ 1

>

�
1

2
+
1

4
+ � � �+ 1

2n

�
n

elde edilir.
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Örnek 65 F1 = 1; F2 = 1; ve Fn+1 = Fn + Fn�1 şeklinde tan�mlanan Fn
Fibonacci dizisi için;

1P
k=1

Fk
3k
serisinin de�gerini hesaplay�n�z.

Çözüm : S =
1P
k=1

Fk
3k
=
F1
3
+
F2
9
+

1P
k=3

Fk�1 + Fk�2
3k

S =
1

3
+
1

9
+

1P
k=3

Fk�1
3k

+
1P
k=3

Fk�2
3k

olur. Burada toplam semollerindeki s�n�rlar� de�giştirirsek,

S =
1

3
+
1

9
+
1

3

1P
k=2

Fk
3k
+
1

9

1P
k=1

Fk
3k

S =
1

3
+
1

9
+
1

3

�
S � 1

3

�
+
1

9
S;

eşitli�ginden; S =
3

5
bulunur.

Örnek 66 f (x) =
2 (1� x)2009 � 2x2009 + 1

2
ve xi =

i

2009
oldu�guna göre,

f (x1) + f (x2) + � � �+ f (x2009)
toplam�n� hesaplay�n�z.
Çözüm : f (x) + f (1� x) toplam�n�n�n 1'e eşit oldu�gunu kullanaca�g�z. Gerçekten,

f (x) + f (1� x) = 2 (1� x)2009 � 2x2009 + 1
2

+
2x2009 � 2 (1� x)2009 + 1

2
= 1

'dir. Di�ger taraftan,

xi =
i

2009
ve 1� xi =

2009� i
2009

= f (x2009�i)

oldu�gundan
f (xi) + f (x2009�i) = 1

olur. Buna göre,
f (x1) + f (x2) + � � �+ f (x2009) = 1004 + f (x2009)

= 1004 + f (1)

= 1004� 1
2
=
2007

2
elde edilir.
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Örnek 71
2

x2 � 1 +
4

x2 � 4 +
6

x2 � 9 + � � �+
20

x2 � 100 ifadesinin,

11

(x� 1) (x+ 10) +
11

(x� 2) (x+ 9) + � � �+
11

(x� 10) (x+ 1)
ifadesine eşit oldu�gunu gösteriniz. (SSCB M.O. 1968)
Çözüm : Sol tarafdaki ifade;

2

x2 � 1 +
4

x2 � 4 +
6

x2 � 9 + � � �+
20

x2 � 100
=

1

x� 1 �
1

x+ 1
+

1

x� 2 �
1

x+ 2
+ � � �+ 1

x+ 10
� 1

x� 10
ve sa�g tarafdaki ifade ise;

11

(x� 1) (x+ 10) +
11

(x� 2) (x+ 9) + � � �+
11

(x� 10) (x+ 1)
=

1

x� 1 �
1

x+ 10
+

1

x� 2 �
1

x+ 9
+ � � �+ 1

x� 10 �
1

x+ 1

oldu�gundan eşitlik görülür.

Örnek 72 S (n) ; ilk n pozitif tamsay�n�n toplam�n� göstersin. Buna göre; e�ger n
ve S (n) say�lar�n�n her ikisi de bir tamkare ise n say�s�na fantastik say� diyelim.
Örne�gin; 49 say�s� fantastik bir say�d�r; çünkü;

49 = 72 ve S (49) = 1 + 2 + 3 + � � �+ 49 = 1225 = 352

say�lar� tamkaredir. 49 say�s�ndan büyük başka bir fantastik say� bulunuz.
Çözüm : n = k2 olsun.

S (n) =
n (n+ 1)

2
=
k2
�
k2 + 1

�
2

say�s�n�n tamkare olmas�n� istiyoruz. k2 bir tamkare oldu�gundan;
�
k2 + 1

�
=2 say�s�n�n

tamkare olmas� yeterlidir. O halde;
�
k2 + 1

�
=2 = m2; m 2 Z olsun. Bu durumda;

k2 � 2m2 =
�
k +m

p
2
� �
k �m

p
2
�
= �1

olmal�d�r. Bu eşitli�gi (k;m) = (7; 5) sa�glar. Yani; soruda verilen örnek sa�glan�r. Bu
eşitli�gi;

�
3 + 2

p
2
� �
3� 2

p
2
�
= 1 ile çarpal�m. Bu çarp�ma P dersek,

P = (7+5
p
2)(7� 5

p
2)(3+2

p
2)(3� 2

p
2)

= (7+5
p
2)(3+2

p
2)(7� 5

p
2)(3� 2

p
2)

= (41 + 29)
p
2(41� 29

p
2)

= 412�2 � 292= �1
oldu�gundan; (k;m) = (41; 29) say� çifti de; k2 � 2m2 = �1 eşitli�gini sa�glar.
Böylece; n = 412 = 1681 say�s� da bir fantastik say�d�r.
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Örnek 73 1� 1
2
+
1

3
� 1
4
+
1

5
+ � � �+ (�1)

n+1

n
+ � � � = ln 2 olsun. Bu durumda;

S =
1

1 � 2 � 3 +
1

3 � 4 � 5 +
1

5 � 6 � 7 + � � � serisinin de�gerini hesaplay�n�z.

Çözüm :
1

(2n� 1) (2n) (2n+ 1) =
1

2

�
1

(2n� 1) � 2
1

2n
+

1

(2n+ 1)

�
=
1

2

�
1

(2n� 1) �
1

2n

�
+
1

2

�
1

(2n+ 1)
� 1

2n

�
oldu�gundan;

S (n) =
1

2

�
1

1
� 1
2
+
1

3
� 1
4
+ � � �+ 1

(2n� 1) �
1

2n

�
+
1

2

�
1

3
� 1
2
+
1

5
� 1
4
+ � � �+ 1

(2n+ 1)
� 1

2n

�
eşitli�gine göre;

S =
1

2

 
1� 1

2
+
1

3
� 1
4
+
1

5
+ � � �+ (�1)

n+1

n
+ � � �

!

+
1

2

 
�1 + 1� 1

2
+
1

3
� 1
4
+
1

5
+ � � �+ (�1)

n+1

n
+ � � �

!
S =

1

2
ln 2 +

1

2
(�1 + ln 2) = ln 2� 1

2
elde edilir.
Örnek 74 Her k pozitif tamsay�s�, 0 � fi � i ve 0 < fm olmak üzere,

k = 1! � f1 + 2! � f2 + 3! � f3 + � � �+m! � fm
biçiminde tek türlü yaz�labilir. Buradaki, (f1; f2; f3; :::; fm) ifadesine k say�s�n�n
faktöriyel taban aç�l�m� diyelim. Buna göre, (f1; f2; f3; :::; fn),

16!� 32! + 48!� 64! + � � �+ 1968!� 1984! + 2000!
ifadesinin faktöriyel taban aç�l�m� oldu�guna göre,

f1 � f2 + f3 � f4 + � � �+ (�1)n+1 fn =?
ifadesinin de�geri kaçt�r? (AIME 2000)
Çözüm : (n+ 1)! = (n+ 1)n! = n � n! + n! biçiminde yaz�labilir. Şimdi, benzer
şekilde eşitli�gin sa�g taraf�ndaki ifadeyi yeniden yazal�m. Buna göre,
(n+ 1)! = n � n! + (n� 1) (n� 1)! + (n� 1)!

= n � n! + (n� 1) (n� 1)! + (n� 2) (n� 2)! + (n� 3)!
� � �

= n � n! + (n� 1) (n� 1)! + (n� 2) (n� 2)! + � � �+ 2 � 2! + 1!
olur.




