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Onsoz

Tiirkiye’deki Matematik Olimpiyatlar1 Konusunda Kisa Bilgi

Tiirkiye’de olimpiyat etkinlikleri, TUBITAK Bilim Insan1 Destekleme Daire
Baskanlig1 (BIDEB) tarafindan yiiriitiilmektedir. Bu ¢alismalar hem ulusal diizeyde
hem de uluslararasi diizeyde yapilmaktadir. Ulusal diizeyde gergeklestirilen Ilkogre-
tim Matematik Olimpiyat ile Liseler I¢in Matematik Olimpiyatlar1 sonuglaria gore
iilkemizi Uluslararasi yarismalarda temsil edecek takimlar belirlenmektedir. Ulus-
lararast Bilim Olimpiyatlarinda iilkemizi temsil edecek takimlar matematik olimpiyat
kamplarinda basarili olmus 6grencilerin, ¢esitli sinavlar sonucunda segilmeleriyle olus-
maktadir. Su ana kadar katildigimiz Uluslararas1 Matematik Olimpiyatlarinda,
Umut Varolgiines, Melih Uger, Omer Faruk Tekin, Cafer Tayyar Yildirim, Selim Ba-
hadir (2 kez), Nizameddin Ordulu, Mehmet Bumin Yenmez iilkemize altin madalya
kazandiran 6grencilerdir.

Son yillarda, bir¢ok iiniversite lise dgrencilerine yonelik olarak matematik olim-
piyatlar1 diizenlemektedir. Bunlardan en eskisi Akdeniz Universitesi tarafindan diizen-
lenen Ulusal Antalya Matematik Olimpiyatlaridir, bu olimpiyat birincisi test ve ikin-
cisi klasik olarak iki asamada yapilmaktadir. Yine, Fatih, Kog, Dogus, Mersin, Sa-
banci iiniversiteleri de matematik olimpiyati diizenleyen iiniversitelerden bazilaridir.

Matematik Olimpiyatlarina Hazirlanan Bir Ogrenci Ne Kazanir?

Matematik olimpiyatlarina hazirlanmak hem zor hem de zevklidir. Matematik
olimpiyatlarina hazirlanan bir 6grenci sinavin sonucunda hangi dereceyi alirsa alsin
asla kaybetmez. Ogrendigi konular ve zor sorularin yaninda, beynini zorlamasi
ufkuna agmasina ve ileride zor problemler ile karsilastiginda daha saglikli ve daha
tutarli yorumlar yapmasini saglayacaktir. Sporla ugrasan bir sporcu katildigi olim-
piyatta basarili olamasa bile, hazirlanma agamasinda viicudunun saglikli olmasi igin
yaptig1 ¢alismalarin faydasini gordiigii gibi, matematik olimpiyatlarina hazirlanan bir
ogrenci de, zor problemlere kafa yormasinin sonucu olarak beynini gelistirir. Insan-
lar diisiindiik¢e aklini kullandik¢a , matematik problemi ¢ozdiik¢e beyin hiicrelerinin
yollar1 agilir.  Bilim adamlari, normal insanlarin mevcut beyin kapasitelerinin ¢ok
az bir kismini kullanabildigini sdylemektedirler. Bu kapasite elbette siradan islerle
ugrasarak, beyni yormayarak, basit ve birbirine benzeyen problemleri ¢ézerek artma-
yacaktir. Beyni yormak gerekir. Beyni zorlamak, siirekli yeni problemlerle meggul
etmek gerekir. Beyin hiicreleri kullanilmaz ise kaybedilir. O halde, bir matematik
yarigmasina girsek de girmesek de zor sorular ile ugrasmaliyiz.



Matematik Olimpiyatlarina Nasil Hazirlanilmah?

Matematik Olimpiyatlarina hazirlanmak gergekten zordur. Zaman ister. Tipki
olimpiyata hazirlanan bir haltercinin siirekli kendini gelistirmesi, yavas yavas agir-
liklart kaldirmasi ve bunu basarabilmek iginde gerekli zamani harcayip viicudunu
gelistirmesi gibi, yavas yavas ilerlenmesi gereken bir ¢aligmadir. Olimpiyat sorularint
¢dzmeye yeni baslayan birisine, bazi sorularin oldukca zor gelmesi normaldir. Bu bi-
raz bilgiye, biraz tecriibeye biraz da piif noktal1 sorulara hazirlikli olmaya gore degisir.
Sorularin zorluk derecesi, elbetteki, bir halterin agirlig1 gibi net olarak ifade edilmese
de, bildiginiz bir konuda sorulan bir sorudaki ince bir piif nokta o soruyu ¢ok zor hale
getirebilir. Bir soru dgrenildikten sonra kolaydir. Ogreninceye kadar zor bir sorudur.
Bu kitabin amaclarindan biri de size gore zor olan sorularin sayisinin azalmasina
yardimci olmaktir. Olimpiyatlara hazirlanan bir 6grenci herseyden dnce, kararh
olmal, kendine giivenmeli, fakat ne kadar kendine gilivenirse giivensin yapamaya-
cagi sorularin oldugunun farkinda olup, ¢6zemedigi sorular karsisinda umutsuzluga
diismek yerine, ¢dzemedigi sorularin ¢dziimlerini 6grenerek ilerlemesi gerektiginin
bilincinde olmalidir. Kisaca, matematik olimpiyatlarina hazirlik, kararhlik, sabir ve
azim isteyen bir istir. Acele etmemek gerekir. Hatta bazi sorularin ¢éziimii de an-
lagilamayabilir veya bir sorunun ¢oziimii 6grenildikten sonra tekrar karsilagildiginda
o0 soruyu yapamayabilirsiniz. Ogrencilerden, bu konu ile ilgili en ¢ok karsilastigim
soru, "¢dzlimiinii gérdiigiimiiz zaman anliyoruz ama kendimiz yapamiyoruz, ne yap-
maliy1z?" sorusudur. Aslinda bu normaldir. Olimpiyat sorularinin kendine has ¢6zme
yontemleri olabilir. Bu yontemleri bir anda 6grenmek elbette kolay degildir. Bu
kitapta konular ve konu ile ilgili sorulan sorular miimkiin oldugu kadar, o konuya
gelinceye dek dgrenilen bilgileri icerecek sekilde ele alinmistir. Bir soruyu ¢ézerken,
soruyu once kendiniz ¢6zmeye cahsimiz. Cozemez iseniz, ¢oziimiinii inceleyip
nasil bir yontem kullamldigini inceleyiniz ve soruda piif nokta var ise, o piif nok-
tay1 mutlaka gérmeden soruyu ge¢cmeyiniz. Sorunun ¢6ziimiinii anlamaz iseniz, bu
konu ile ilgili bilgilerinizin eksik olabilecegini gbz éniinde bulundurarak umutsuzluga
kapilmayiniz. Unutmayin sizi zorlayan her soru sizin igin zor ve giizel bir sorudur.
Bazi1 sorularda hata da olabilir. Bu tiir hatalar1 bildirirseniz, kitabin bundan sonraki
basimlarinda daha hatasiz olarak size ulastirabiliriz.

Hangi Ciltte Hangi Konular Var?

Birinci ve ikinci ciltte, olimpiyatlar i¢in en gerekli temel kavramlarin ve yon-
temlerin verilmesi amaglandi. Bunun igin, temel kavramlar, tanimlar, gdsterimler
verilerek, problem tipleri, ¢carpanlara ayirma, ¢dziimleme, toplamlar, kombinatorik,
binom ag¢ilimyi, ispat yontemleri konular ele alindi.

Uciincii ciltte ise, sayilar teorisi konusu ele alinarak, boliinebilme, asal sayilar,
obeb-okek, modiiler aritmetik, Fermat, Euler, Wilson teoremleri, Cin kalan teoremi,
denklikler, tamdeger, konular1 verildi.

Dérdiincii ciltte ise, fonksiyonlar, polinomlar, polinom denklemler ve esitsizlik-
ler, diziler, denklemler ve denklem sistemleri konularina yer verildi.



Son cillte ise, logaritma ve trigonometri bilgisi, limit, stireklilik, tiirev, fonksiyo-
nel denklemler ve esitsizlikler konular verildi.

Her bir kitapta 6ncelikle, konuya ve o konu ile ilgili 6rnek dgretici olabilecek
sorulara yer verdim. Daha sonra, her bir konu ile ilgili diinyada degisik olimpi-
yatlarda sorulmus sorular1 da iceren bir tane ¢oziimlii test koydum. Son olarak
da o konu ile ilgili TUBITAK Matematik Olimpiyatlarinda ¢ikmms sorular ve
¢oziimlerini verdim. Test sorularinin bir ¢gogu aslinda, klasik olimpiyat sorularidir.
Bunun yaninda, klasik sorular vererek olimpiyatlarin soru seklinden uzaklagmamaya
calisim. Umarim, faydali olur.

Baska Hazirlanabilecegimiz Olimpiyat Kitab1 Var mi?

Tirkiye’de matematik alaninda olimpiyatlara hazirlananlar igin, Tiirk¢e kaynak
oldukga azdir. Asagida, matematik olimpiyatlarina hazirlanan 6grenciler i¢in faydali
olacagina inandigim bazi kitaplar1 yazdim.

1. Sayilar Teorisinde Ilging Olimpiyat Problemleri ve Coziimleri, H. Ibrahim
Karakas, Ilham Aliyev (TUBITAK Yaynlari).

2. Analiz ve Cebirde Iiging Olimpiyat Problemleri ve Céziimleri, H. Tbrahim
Karakas, Ilham Aliyev (TUBITAK Yaynlarr).

3. Ulusal Antalya Matematik Oimpiyatlar: Sorular ve Céziimler, ilham Aliyev,
Mustafa Ozdemir, Dilber Sihaliyeva (TUBITAK Yayinlart).

4. Sonlu Matematik, Refail Alizade, Unal Ufuktepe (TUBITAK Yayinlari).
5. Meraklisina Matematik, Recep Yiicesan (Zambak Yayinlart).
6. Meraklisina Geometri, Omer Giirlii (Zambak Yayinlarr).

7. Tiibitak Ulusal Matematik Olimpiyat Soru ve Céziimleri, Mustafa Téngemen,
(Altin Nokta Yaymnlart) (Bu Kitapta Tiibitak olimpiyatlarinda ¢ikmig tiim sorularin
¢Oziimlerini bulabilirsiniz.)

Tesekkiir

Oncelikle, Akdeniz Universitesi Matematik Boliimiinde bana ¢alisma firsatinin
yolunu agan, bana her konuda 6rnek olan, kendisine her zaman miitesekkir oldugum
Prof. Dr. Halil ibrahim Karakas hocama, 1996 yilinda baslayan matematik olim-
piyat sorularina olan ilgimin artarak devam etmesini saglayan, bu konuda beni tegvik
eden, Prof. Dr. ilham Aliyev hocama, her konuda beni destekleyen ve yardimet olan,
ornek almaya calistigim yiiksek lisans ve doktora danisman hocam, Prof. Dr. Abdul-
lah Aziz Ergin’e tesekkiir ederim. Ayrica, kitabin hazirlanmasi sirasinda, kitabin hem
igerigi hem de diizeni konusunda zaman harcayip, tavsiye ve diizeltmelerde bulunan
Prof. Dr. Ali Nesin hocama tesekkiir ederim. Sorularin ve ¢dziimlerin tashihinde
bana yardimei olan, Yiiksek Lisans Ogrencisi Osman Palancr’ya, Yard. Dog. Dr.
Giiltekin Tinaztepe’ye ve Oguz Yegin’e ve kitabin hazirlanma asamasinda bana
destek olan esim Burcu Ozdemir’e tesekkiir ederim. Ayrica, kendilerinden gerektigi
kadar yararlanamadan aramizdan ayrilan degerli hocalarim Fikri Gokdal ve Prof.
Dr. Dogan Coker hocalarimi da saygiyla antyorum.
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NOT : Hatali soru ¢oziimleri, bask: hatalari, eksik ¢dztimler, yanlis ifade edilis-
ler ile ilgili her tiirlii hatalarimi mozdemir@akdeniz.edu.tr mail adresine gonderir-
seniz sevinirim.



Toplamlar ve Carpimlar

Belirli bir kurala uygun sekilde devam eden sayilar1 toplarken, degisik yontemler
kullaniriz. Bu béliimde, bu toplamlarin sonucunun nasil bulunacagini, soru tiplerine
gore inceleyecegiz.

1.1  Kesirlere Ayirarak ya da Parcalayarak Toplamlarin

Hesaplanmasi

Bu tiir sorularda toplamdaki her bir terim kesirlere ayirilir ve gerekli sadelestir-
meler yapilarak toplama islemi yapilir.

. 1 1 1 1
Ornek 1 S:ﬁﬁ-ﬁ-&-m—&---.-f-m:?
Coziim : Toplamdaki her bir kesiri,
1 1 1 1 1 1 111
1-2° 1 27 2.3 2 377 100-101 100 101
biciminde yazabiliriz. Yani, her bir terimi
1 1 1

k-(k+1) k k+1

seklinde basit kesirlere ayirabiliriz. Bu bagintiy1 S toplamindaki her bir terime uygu-
larsak,

o1 1+1 1+1 1+ +1 1_1 1 100
- 2 2 3 3 4 100 101 101 101
elde edilir.
i 1 1 1
k2 =+ =7
Orne S=13 59 o3 Tt

Coziim : Her bir kesiri yine iki kisima ayirarak ¢dzebiliriz. Kesirin paydasindaki
sayilar arasindaki artis miktarinin 4 oldugu goz 6niine alinarak, verilen toplamdaki
her bir terim

Lo _r/fr 1y 1 1711 IR S O SR
1-5 4\1 5/)’ 5.9 4\5 9/> 77 101-105 4 \101 105

olarak yazilabilir. Yani, her bir terim

1 IRV 1
(4n+1)(4n+5) 4 ((4n—|—1) a (4n—|—5)>

1
seklinde yazilabilir. Buna gore, 1 parantezine alarak,

PR A NN S U S U SR S U W SRR U S
T 4\1 5 5 9 9 13 101 105/ 4 105/ 105

bulunur.

1 1 1 7
=7 Yanit: —

1
P 1 :
roblem : o= + 1 o5 e T T 10295 204
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1 1
147 1.7.10 7-10-13 T25.28-31
Coziim : Paydada 3 saymin ¢arpimi oldugundan, iki kesire ayirirken paydadaki or-
tanca ¢arpani iki kesirde de kullanarak pargalayabiliriz. Paydadaki sayilar arasinda
aritmetik bir artis oldugunu ve en kiigiik say1 ile en bilyiik say1 arasindaki farkin 6
olduguna dikkat ediniz. Buna gore,

Ornek 3 toplamini hesaplayiniz.

1 1/ 1 1
147 6(1~4_4-7>
1 11 1
4-7-10 6(4-7_7-10>
1 ERYER! 1
7-10-13 6(7-1010-13>
1 11 1
25-28-31 6(25 28_28-31>

esitliklerinin taraf tarafa toplanmastyla,

gol( L1 \_9
T 6\1-4 28-31) 217

elde edilir.

Not : Her bir kesiri nasil ayirabilecegimizi matematiksel olarak,
1 A B

Bnr )G d)Bnrn) GnrDBnrd)  Bnid)@Bnrn)

esitliginden A ve B sayilar1 bulunarak goriilebilir. Gergekten,

A+B=0ve 7TA+B=1

denklemlerinden A = 1/6 ve B = —1/6 bulunur. Béylece, toplamdaki her bir terimi,
1 1

1 1
(Bn+1)3n+4)(Bn+7) 6 ((3n+ 1)(3n+4) (3n+4) (3n+7))

seklinde ayirabiliriz.

8 8 8
Problem : —2
roblem : 4045 T37.45.41 ' 33.41.37 7 T 1.9.5
1 1 88
Yamit: —— =

1-5 45-49 441
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Toplamlar ve Carpimlar
1.2 Faktoriyel Iceren Toplamlarin Hesaplanmasi

Her bir terim, faktoriyelin tanimi1 kullanilarak, toplandiginda birbiri ile sadelese-
cek sekilde kisimlara ayrilmaya calisilir.
Ornek4 1-1'+2-2'4+3-314--- 4100 - 100! toplamin hesaplayniz.
Coziim: k- k! = ((k+1) — 1) k! = (k + 1)! — k! oldugundan, her bir terimi
S=2—-1)4+ 3! =2) + (4! = 3!) +--- + (101! — 100!)
seklinde yazip sadelestirirsek, S = 101! — 1 bulunur.

=?

.. 1 2 3 n
Ornek5 —+ —+ —+---
B TR TR TR AR Y
-1 1 1 e

n _(r+D =0 m esitligi kullanilirsa,

Cozim : N T it 1!
S = l + E + i + + L
o203 4 (n+ 1)!
C(L oLy, (LY, (Lo1y, (11
RTINS 2! 3l 314l n! (n+1)!
N (n+1)!
elde edilir.
.. 3 4 5 100
Ornek 6 S = e
e 42043 24344 34445 T 98+ 99+ 100!
toplamini hesaplayniz.
k+2
Coziim : Her bir terim, P _'(_ 1; +) s+ 2)1 formundadir. Diizenlersek,
k+2 1
kN(k+2)

(k+2) B
B+ E+D)+(k+2)! A+ E+)+k+1)(k+2)
Bu ifadenin pay ve paydasini (k + 1) ile carpalim ve k + 1 ifadesi yerine k + 2 — 1
1

yazalim. Bu durumda,
(k+2) k+2-1 1 B
El4+ (k+ D!+ (k4 2)! (k+2)! (k+1)!  (k+2)!
elde edilir. Buradan, k yerine 1’den 98’e kadar degerler verilerek,
(S NS N SRS RN N S
99! 100! 2! 100!

1 1
S TR T TR

bulunur.
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1.3  Toplanan Terimleri Gruplayarak Toplamin Hesaplanmasi

Toplamdaki sayilar gruplandiginda, her bir grupdaki sayilarin toplami sabit ayni
say1y1 veriyorsa toplami hesaplamak kolaylasir.

1 1 1 1
3—100+1+3—99+1+"'+399+1+3100+1

toplamini hesaplayniz.

Ornek 7

1 1 1 1 ol
Pgoio g Ty b g ey b oldulukolayea
goriilebilir. Yani, n € Z igin,

Coziim :

1 1
R R T
oldugundan,n = 1,2, ..., 100 igin, 100 tane 1 vardir. n = 0 i¢in de,
11
3041 2
oldugundan, S = 100 4 1/2 = 100, 5 bulunur.

1

T 9713
I (go07) + / (3o07) + f (3o07) + -+ f (507
toplamini hesaplayniz.

Ornek 8 f ()

olduguna gore,

Coziim : Verilen fonksiyon igin, f (z) + f (1 —2) = 1 oldugunu kullanacagiz.
Gergekten,

91
9r 43 9=z +3 97 +3 971+3*9x+3 3+97
911

bulunur. Buna gore,

f (3609) + f (5607) =1
olacagindan f (555-) + f (307) + f (z57) + - + [ (3092) = 1003 elde edilir.
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1.4  Terimlerin Eslenikleri ile Carpilarak Toplamin
Hesaplanmasi

Paydasinda koklii ifade iceren toplam sorularinda, her bir kesir, paydasi rasyonel
olacak sekilde uygun sayi ile garpilir.

1 1 1
+ oo =7
V3++v1 V5+43 V121 + /119

Coziim : Her bir terimin paydasindaki ifadeyi, eslenigiyle ¢arparak,

1 1

5 (V3= VI4+ V- V34 V2D - VII9) = o (VI2I - V1) =5
elde edilir.

Ornek 9

1 1 1
+ +-+
V224+/6+V/32 V32124742 V/262+1/26 - 27+/272
toplamini hesaplayniz.

Coziim : Paydadaki ifadeler, Va2 4+ V/ab + v/b? formundadir. Buna gére, her bir
kesiri, /a — v/b ile carpip,

(W+%+W> (3/&—%>:a—b

Ornek 10

oldugu kullanilirsa,

VB-YB VB-YA Y% 9m Ao m

A= = =3-v2

2-3 3—14 26 — 27 -1 3-2
elde edilir.
i k+3
Ornek 11 k)= olduguna gore,

T = ek 18 e
S=fQ)+f@4)+ f(7)+ -+ f(43) toplamim hesaplayiniz.
Coziim : f (k) ifadesini, paydann eslenigi ile carparsak,
k2+3k—Vk24+9k + 18) (k + 3 -1
f (k) = v v J(ht3) _ -1 (VE2+3k—VE2+9k + 18)

(k2+3k) — (k>+9k + 18) 6

elde edilir. Yani, f (k) = —(VkvE + 3 — VE + 3Vk + 6)/6 olur. Buna gére, k’ya
sirastyla 1,4, 7,..., 43 degerleri verilirse,

5= o (VIVI- VAVT + VIVT ~ VIVIO + - + VIBVG — VIGVI)
olur. Hesaplanirsa,
P+ F @)+t f(13) = o (VIVE - VIGI) =

bulunur.

V46 — 2
6



14 Matematik Olimpiyatlarina Hazirlk 2

1.5 Ardisik Sayillarin Toplami (Gauss toplami)

Belirli bir kurala gore art arda gelen say1 dizilerine ardisik sayilar denir. Artis
miktar1 k£ olan n tane sayinin toplamini hesaplamak i¢in, bu sayilar1 artan sirada ve
azalan sirada alt alta yazip toplarsak,

S= (m+k) + (Mm+2k)+ -+ +(m+nk)
+S= (m+nk) + (m+(n-1)k)+ - +(m+K)
2S= (2m+(n+1)k) + Cm+(n+1)k)+ -+ +(2m+ (n+ 1)k)

olur. Buradan,
2m+ (n+1)k)
2

elde edilir. Yani, ardisik sayilarin toplamu, ilk terimle son terimin toplaminin yarisinin,
terim sayisi ile ¢arpilmasiyla bulunur. Kisaca,

T = (Ilk terim +280n terlm) ( Son terim - 1k terim + 1)

S:no(

Artig Miktar
Terim sayisi
formiilii kullamlir. Ornegin,
1+2+3+--~+n:w

24446+---+2n=n(n+1)
1+34+5+-+(2n—1)=n?
oldugu kolayca goriilebilir.

Ornek 12 {10,11,12,13, ..., 19} kiimesinin her bir elemant ile {20,21, 22,23, ..., 29}
kiimesinin elemanlar: carpilarak toplanirsa toplam kag olur?
Coziim : Sorudaistenen (10 + 11 + - -- + 19)-(20 4 21 + - - - 4 29) ¢arpiminin sonu-

cudur. Buna gore, (19 +10) - 10

10+114---+19 = = 145

(29 4 20) - 10

204+21+---+29= = 245

oldugundan 145 - 245 = 35 525 elde edilir.

Ornek 13 n tane ardisik saymmn toplami 1000 olduguna gére, n’nin alabilecegi
degerleri bulunuz.
Coziim: S = (m+1)4+ (m+2)+---+ (m+n) = 1000 olarak yazabiliriz.

g n~(2m;—n+1)

esitliginden 7 - (2m + n + 1) = 2000 = 2* - 53 olur.

= 1000
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Buna gore,
2000 =n-(2m+n+1) =n+2mn+n? > n?

oldugundan n < [[\/ 20()0]] = 44 olur. Diger taraftan,
2453 =n-2m+n+1)
esitligine gore,
i) n tek say1 ise, (2m + n + 1) gifttir ve bu durum icin n = 1, 5 ve 25 segilebilir;

ii) n cift say1 ise, (2m + n + 1) ifadesi tektir ve bu ancak n = 2* = 16 olmasiyla
miimkiindiir.

Ornek 14 100 sayisi ardisik sayilarin toplami seklinde kag farkh sekilde yazila-
bilir?

Coziim : n- (2m+n+1) = 200 = 2% - 5% ve n < [V200] = 14 olmahdir.
Diger taraftan, onceki sorudaki gibi, n - (2m + n + 1) ¢arpanlarinin biri tek biri
¢ift olmalidir. n ¢ift iken ¢6ziimiin olmasi, 2 nin en biiyiik kuvveti durumunda iken
miimkiindiir. Buna gore, n = 1, 5 ya da n = 8 alinabilir.

NOT : Bir say1 en az iki ardisik saymmin toplami seklinde ise 2™ biciminde yazilamaz.
2™ biciminde yazilamayan her sayi en az iki ardistk saymin toplamidir. Gergekten,

S=(m+1)+(m+2)+-+(m+n)

ise 28 = n - (2m + n + 1) olur. Bu ifadede, n ve (2m + n + 1) ifadelerinin biri tek
digeri ¢ifttir. O halde, sol tarafdaki 2S sayisinin da bir tek ve bir ¢ift sayimin ¢arpimi
olabilmesi igin, S 'nin mutlaka bir tek ¢arpana sahip olmasi gerekir. S tek ¢arpana
sahip ise, 25 = n - (2m + n + 1) denklemini saglayan m ve n sayilart bulunabilir.
Aksi halde, m ve n sayidart bulunmaz. O halde, S sayis1 2" biciminde ise, en az
ardisik iki sayimin toplami seklinde yazilabilmesi miimkiin degildir.

Ornek 15 1000 ‘den kiiciik olan ve 2 veya daha fazla ardisik pozitif tamsaywnin topla-
mi olarak yazilamayan kag pozitif tamsay vardw? (UMO 2006)

A)6 B) 10 C) 26 D) 68 E) 72

2m+n+1)-n

Cozim: S = (m+1)+ (m+2)+---+(m+n) = olarak

yazabiliriz. 25 = (2m + n + 1) - n ifadesinde, n tek ise (2m + n + 1) ¢ift ve n ¢ift
ise, (2m + n + 1) tektir. Dolayistyla, sorunun ¢6ziimii i¢in, 1°den 1000’e kadar olan
sayilarin 2 katinin, bir tek ve bir ¢ift ¢carpana sahip olmayanlarini1 bulmamiz gerekir.

Bu durum, sadece 1, 2 ve 2’nin kuvvetlerinde miimkiindiir. Bdylece istenen sayilar 1,
2,4,8,16, 32, 64, 128, 256 ve 512 olur ve 10 tanedir.
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Ornek 16 A kiimesi toplami 2m olan m tane ardisik sayidan ve B kiimesi de toplami
m olan 2m tane ardisik sayidan olugmaktadir. A ve B kiimelerinin en biiyiik ele-
manlarmin arasindaki farkin mutlak degeri 11 ise m ka¢tir?

Coziim: (a+1)+---+(a+m) = m2atm+1)

ve(b+ 1)+ -+ (b+2m) =m(2b+ 2m + 1) = m esitliginden de m = —b elde
edilir. Bu iki denkleme gore a ve b’nin negatif olmasi gerektigi goriiliir. O halde,
[(la+m)—(b+2m)|=|la—b—m| =11

= 2m esitliginden, m = 3 —2a

esitliginde m = —b yazilirsa, |a| = 11 esitliginden
a=-11 ve m=3—-2(—11)=25

olur.

Ornek 17 3 sayist en ¢ok sayida ardisik pozitif tamsaymmin toplami olarak yazil-
diginda ilk say1 kag olur?

Coziim : (k+ 1)+ (k+2) + -+ (k+m) = 3! olacak sekildeki en bityiik m
say1sini artyoruz.

m(2k+m+1)=2-3"
esitligine gore, m < 2k + m + 1 olacak sekilde, m en biiyiik 2 - 3° secilebilir. Bu
durumda,

2%k +2-3°4+1=23°
5

esitliginden £ =

= 121 elde edilir. O halde, ilk say1 122 olur.

Ornek 18 1,2, 3, ..., 2007 say: dizisindeki tiim sayilarin rakamlarimn toplami kactir?

Coziim: 1,2, 3, ...,999 sayilarinin rakamlarinin toplamini bulalim. 0, 1, 2, ..., 9 rakam-
lar1 ile olusturulacak ii¢ basamakli bir sayida her bir basamakta 0, 1, 2, ..., 9 rakamlar1
1000/10 kez bulunur. O halde, 1,2, 3, ..., 999 sayilarmin rakamlarinin toplam1

1000
10
olur. Bu durumda, 1, 2, 3, ..., 1999 sayilarinin rakamlarinin toplami ise

2 - 13500 + 1000 = 28000

(0+1+-~-+9)-( >-3:13500

elde edilir. Geriye 2000, 2001, ..., 2007 sayilarinin rakamlar1 toplamini bulmak kalir.
Buda2-8+ (7-8)/2 = 44 olur ki, istenen yanit 28044 olur.
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Ornek 36 [z] , = sayisimn x’den biiyiik olmayan en biiyiik tamdegerini géster-
digine gore, ﬂﬁﬂ + ﬂ\/i]] + [[\/gﬂ 4+ -+ [[\/99]] toplamini hesaplaymniz.

Coziim : [\/z] = m esitligini saglayan x degerleri m? < z < (m + 1)2 araligin-
dadir. Buna gore,

[Vi] = [v2] = [v3] =1, (22—1% = 3 tane 1)

VAl = [v5] =---=[v8] =2, (32—2% = 5 tane 2)

[VO] = [VI0] =--- = [VI5] =3, (4232 = 7 tane 3)
seklinde devam edersek,

[v81] = [v82] =--- = [vV99] =9, (10°—9% = 19 tane 9)
olacagindan,

Vi) +[v2] + [v3] + -+ [v99] =3-1+5-24---+19-9

olacaktir. Bu toplami, toplam formiiliiyle
9
2k+1)k
k=1
seklinde yazabiliriz. Béylece

9

101 1
> @k+1)k Z2k2+k )y=2- 9:10-19 910 _ 45
k=1 k=1

6 2

bulunur.
Not : En genel halde,

[VID + [V2] + [V3] - o V=2 + VarT] = o - Lo = 2

oldugunu gosteriniz.

Ornek 37 [z] , x sayistnin x 'den biiyiik olmayan en biiyiik tamdegerini gosterdigine
gore,

[VI] + [ 2] + [V38] +-- -+ [Vn3=2] + [VnP—1]
toplamini hesaplayniz.
Coziim : [{/z] = m esitligine gore m® < z < (m+1)® oldugundan, énceki
sorudakine benzer sekilde,

23— 13 =7 tanel,

33 — 23 =19 tane 2,

n3 —(n—1)° tane n— 1,

vardir.
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Diger taraftan,
1 1

ntntl o (41— (n+1)+1

oldugundan,

no 1 1 1
nt4+n2+1 2\ n?-n+1 (41 —(n+1)+1

elde edilir. Buna gore, tiim terimleri bu sekilde kesirlere parcalarsak,

S = 1 L - L + 1 + 1 +
2 12—-141 22-2+41 22241 32-3+1

_ 1 L
o2\12—-1+1

esitliginden, S = 1/2 bulunur.

. S n

Ornek 47 > ——— serisinin degerini bulunuz. (Harvard MIT Math. Tournament
n=1 n4 + 4

2008)

Coziim : n* +4 = (n? + 2n + 2) (n? — 2n + 2) bigiminde ¢arpanlara ayrilabile-
ceginden,

ioz n & n
Znttd 2 (024 2n+2) (n?2 - 20+ 2)
T 1
4= (n2-2n4+2)  (n2+2n+2)
1 1 1
B 471;1

(-1 +1) - ((n+12+1)

elde edilir. Buna gore,

i n 1 1 N 1 3
Zint+4 4\0241 1241/ 8

bulunur.
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. (23 - )(33f1) (4> —1)---(100° —1)
O Gy T @) 0 )
L (2-1)(224241) (3% -1) (32 +3+1) -
Cozim = o 2 1) (33 1) (32 3+1)-.~

seklinde carpanlara ayiralim.
(n+2)—1)=n+1ve (n+1)>—n+1)+1=n+n+1
oldugundan, sadelestirmeler yapilarak,

(2—-1)(3—1) (100> +100+1) 10101 _ 3367
(22—-24+1)(99+1)(100+1) 15150 5050

elde edilir.

T3 13 Ty Ty

Ornek51 7,=1+2+3 P, .
rne +24+0+---+nve T2—1 T3—1 T4—1 T, -1

olmak iizere, P1gg =7

. 1
Coziim : T, — % esitliginden,
n-(n+1)
T, 9 _on-(n+1)  n-(n+1)
Tn—l_n-(n+1)_1_n-(n+1)—2_(n—l)(n—|—2)
2
elde edilir. Buna gore,
p_ﬁﬁﬁf)(; (n—1)-n n-(n+1)  3n
"T14253647 (m—-2(n+1) n—1)(n+2) (n+2)
. ~ 300 50
olur. Boylece, Pigp = 12=-17 bulunur.

Ormeks2 T, =134+234+33+.---+ndve
4T, 4T3 4T,

P, = .
2 (TQ — Tl) 3(T3 — Tg) n(Tn — Tn—l)

olmak tizere, Pys =7

. )\ 2
Coziim : T, = (W) veT, —T,_1=n> oldugu goz oniine alinirsa,
A (n+1)\>
AT, B 2 _(n+1)’
n(Tp —Tn 1) n-nd o n

3 45 26)\°
) = 169 bulunur.

olur. Buna gore, Pys = (2 31 0
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1.12  Kansik Ornekler

.. 1-2-44+2-4-843-6-124+---+n-2n-4n
Ornek 56 S =

e <1.3-9+2.6.18+3~9.27+~~+n~3n-9n
sonucunu bulunuz. (KANADA M.O. 1975)

1/3
Céziim : S = 8(1L+2°43°+ - + 1) / _(8)" 2 bulunur
U\ 21 (125430 ) S \27) 3 '

1/3
> ifadesinin

Ornek 57 A = 14+10+102+- - -+10°7 toplaminin karekékiiniin, virgiilden sonraki
50 'nci rakami kactir?

Coziim : Yani, 1059/ A sayisinin birler basamagini artyoruz.

10%0/A = 10% 1098 — 1 _ 10198 — 10100

9 3
diir. (109 — 7)* < 10198 — 10'%° < (10% — 4)* oldugundan,
1 99 1 99 _ 4
W=7 o qpoya<
3 3
98 tane 98 tane
99..93 99...96
5 < 100V A < 3

olur. Yani, 1059y/A sayis1, 333...31°den biiyiik ve 333...32°den kiigiiktiir. O halde,
birler basamagi 1°dir. Dolayisiyla, A sayisinin 50°nci basamagi 1 olur.

Ornek 58 Birbirinden farkli pozitif reel sayilardan olusan {a1, as, ..., a100} kiime-
sinin bos olmayan her bir alt kiimesinin elemanlart toplanarak 2'°° — 1 tane toplam
elde ediliyor. Buna gore, en az kag farkll toplam elde edilebilir. (SSCB M.O. 1963)

Coziim : a1 < as < --- < a1gp kabul edebiliriz. Bu durumda, toplamlari eleman
sayisina gore, artan sirada yazalim.

1 elemanlilar igin, a1 < as < --- < ajgo ise 100 farkli toplam vardir.

2 elemanlilar i¢in, aq + a100 < ao + a100 < --- < agg + a1go ise 99 farkl
toplam vardir.

3 elemanlilar ig:in, a1+ agg +aijoo < a2 +agg + aigg < -+ < agg + agg + A100
ise 98 farkli toplam vardir. Bu sekilde devam edersek,

100 elemanli a; + a2 + - - - + a1p0, yani, 1 farkli toplam elde edilir.

Boylece, farkli toplamlarm sayisienaz : 14+2+43+---4+100 = (100 - 101) /2 = 5050
elde edilir.
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Ornek 63 a1 =2,a2 =3, ..., an+1 =1+ ajas...a, (n > 1) olarak tammlaniyor:
1 1 1 1
Sp=—+—+-+—ve P, =

ay a2 an a1a2 - Gp
olduguna gére, S101 + Pio1 toplamini hesaplayiniz.

1 1 1
Cozim: S1+ P, =1,5+P, = ( + ) + - =1, ... oldugundan, S, + P, =1

2 3 6
oldugunu iddia ediyoruz. S, ;1 = S, + ve P41 = —~ oldugundan,
Ap+1 Ap+1
1 P,
P, - Pn+1 = P, (1 - > = B (an+1 - 1)
anJrl an+1
P,
= a1G2 - - - Gy,
An+41 ( 152 )
1
= = Sn - Sn
Gp41 +1

elde edilir. Boylece, S;,+1 + Pp+1 = Sy, + P, = 1 bulunur.

Ornek 64 n sayist 1'den biiyiik bir tamsayiy gosterdigine gore,

I L
35 2n-1) \2 "4 2n

n+1 n
oldugunu kanmitlayimiz. (KANADA M.O. 1998)
- 1 1 1 1 11 1 1 R
Coziim : §+§+g+---+2717_1 > §+1+6+~-~+% () esitsizliginin

saglandig1 asikardir. Egit sayida terim var ve sag taraftaki ifadelerin paydalar1 daha
biiyiik oldugundan, sag taraftaki ifade daha kiigiiktiir. Diger taraftan,

L U S S BT S S
2 2 2 272 4 6 2n
oldugundan,
1+1+1+ 1
1 e P
nig2gtgteto o Veya522 4 6n 2n
olur. Bu esitsizlikle () esitsizligini taraf tarafa toplarsak,
1+1+1++ 1 >(1+1)<1+1+1+...+1)
3 5 2n—1 n 2 4 6 2n

veya

1+1+1+ + 1 1+1+ +1
3 5 2n—1 S 2 4 2n

n+1 n

elde edilir.
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Ornek 65 I, = 1, F, = 1, ve F.1 = F, + F,_1 seklinde tammlanan F,

Fy
Fibonacci dizisi igin, Y — serisinin degerini hesaplayniz.
k

i X, Fr F X Fp i+ Fi_s
cos= S koM s et T
Coziim 1;::1 3 3 + o +k§3 3
101 X Fr_1 X Fi_o
“stoth e e

olur. Burada toplam semollerindeki sinirlari degistirirsek,
1 1 1 = Fj 1 = F}

S=- -4 k25 Tk
3+9+3,§23k+9,§13k

11 1 1\ 1
S=—+- 3<S—3>+95,

w
Nej

esitliginden, S = % bulunur.

. 9(1 — 212009 _ 9,200 4 |
Ornek 66 f (z) = 21 =7 S R B
2 2009

f(z1) + f(x2) + -+ + f (22000)

olduguna gore,

toplamini hesaplayniz.

ozum : T)+ — x) toplamininin 1°e esit oldugunu kullanacagiz. Gergekten,
Coziim : f (z) + f (1 — ) topl 1’e esit oldugunu kull g1z. Gergek
2(1— )% — 222009 4 1 222009 _9(1 —)*% 41

f@) 50— =212 + e

2 2
’dir. Diger taraftan,

1

i, 2009—i
©T 2009

= f (z2000—:)
oldugundan

I (@) + f (z2000-i) = 1
olur. Buna gore,

fz)+ fx2)+ -+ f(x2000) = 1004+ f (z2009)
= 1004+ f (1)
1 2007

1004 — = = =5
004 - 2 = =

elde edilir.
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Ornek 71 $22_ . + :1324— 1 + x26_ 5 4.4 % ifadesinin,
11 11 11
@ D@0 @-2@+ry @ 0@+
ifadesine esit oldugunu gosteriniz. (SSCB M.O. 1968)

Coziim : Sol tarafdaki ifade,

2 + 1 + 0 + +L
2—1 x22—-4 22-9 z2 — 100
1 L1 Lo 1
S rz—1 z4+1 -2 z+2 rz+10 =z —10
ve sag tarafdaki ifade ise,
11 n 11 T 11
(x—=1)(z+10) (z—2)(x+9) (x —10) (z+1)
1 1 1 1 1 1

e-1 2410 z—2 z+9 U TTT10 w1

oldugundan esitlik goriiliir.

Ornek 72 S (n), ilk n pozitif tamsayimin toplamim géstersin. Buna gére, eger n
ve S (n) sayilarimin her ikisi de bir tamkare ise n sayisina fantastik sayr diyvelim.
Ornegin, 49 sayisi fantastik bir sayidur, ¢iinkii,

49="7%ve S(49) =1+2+3+ - +49 = 1225 = 35
saylart tamkaredir. 49 sayisindan biiyiik baska bir fantastik sayr bulunuz.
Coziim : n = k2 olsun.

n(n+1) kK (kK*+1)

Sh)=—"5—"="73

say1sinin tamkare olmasini istiyoruz. k2 bir tamkare oldugundan, (k2 + 1) /2 sayisinin
tamkare olmas1 yeterlidir. O halde, (k* + 1) /2 = m?, m € Z olsun. Bu durumda,

k2 —2m? = (k—l—mx/i) (k—m\/i) =-1
olmalidir. Bu esitligi (k, m) = (7,5) saglar. Yani, soruda verilen drnek saglanir. Bu
esitligi, (3 +2v/2) (3 — 2v/2) = 1 ile carpalim. Bu garpima P dersek,
P (T+5v2)(7 — 5v/2)(34+2V2)(3 — 2V2)
(7T4+5v2)(3+2V2)(7 — 5V2)(3 — 2v/2)
(41 + 29)V2(41 — 29V2)
412-2.29°= 1

oldugundan, (k,m) = (41,29) say1 ¢ifti de, k> — 2m? = —1 esitligini saglar.
Boylece, n = 412 = 1681 sayis1 da bir fantastik sayidir.
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="

. 1 1 1 1
Kk I N I
Ornek 73 2+3 4+5+ + "

1 N 1 N 1
~1-2-3 345 5-6-7

+ .- =1In2 olsun. Bu durumda,

S

+ - - - serisinin degerini hesaplayiniz.

Coziim : (2n—1)(21n)(2n+1) _;<(2nl—1) 21”+(2”1+1))
3 (@) 2 (e =)

oldugundan,

elde edilir.
Ornek 74 Her k pozitif tamsayist, 0 < f; < iveQ < f,, olmak iizere,
E=1fi+21- fo+3"-fs+---+m!- f,

bigiminde tek tiirlii yazilabilir. Buradaki, (f1, fa, f3, ..., fm) ifadesine k sayisinn
faktorivel taban agilumi diyelim. Buna gore, (f1, f2, f3, s fn)s

16! — 32! 4 48! — 64! + - - - 4+ 1968! — 1984! + 2000!
ifadesinin faktériyel taban agilimi olduguna gore,
= fat fs—fat oo+ (1) =2
ifadesinin degeri kagtir? (AIME 2000)

Coziim : (n+ 1)! = (n+ 1)n! = n - n! 4+ n! bigiminde yazilabilir. Simdi, benzer
sekilde esitligin sag tarafindaki ifadeyi yeniden yazalim. Buna gore,

m+1)! = n-nl+n-1)n-1)+(n-1)
= n-nl4+(n-1)0m-D+(n-2)(n-2)!+(n-3)

= nnl+(n—-1n-DN+n-2)(n-2)+---+2-21+ 1!

olur.





